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FAMILLES D’ESPACES DE M-JETS ET D’ESPACES D’ARCS
MAXIMILIANO LEYTON-ÁLVAREZ
Résumé. Soit V une variété algébrique définie sur un corps K algébriquement clos et de
caractéristique nulle. Comme les espaces de m-jets Vm et l’espace d’arcs V∞ fournissent des
informations sur la géométrie de la variété V , il est donc naturel de se poser les questions
suivantes : Quand est-ce qu’une déformation de V induit une déformation des espaces Vm,
1 ≤ m ≤ ∞ ? Si l’on considère une déformation de V qui admet une résolution simultanée
à plat, comment variera l’image de l’application de Nash NV ? Dans la section 3, on donne
quelques réponses partielles à ces questions.
Dans la section 4, on montre deux familles d’hypersufaces de A4K où l’application de Nash
est bijective. De plus, dans chaque cas, on donne explicitement une désingularization où
toutes les composantes irréductibles de la fibre exceptionnelle sont des diviseurs essentiels.
Il faut remarquer que dans la littérature on ne trouve pas beaucoup d’exemples de ce type.
ABSTRACT. Families of m-jet spaces and arc spaces.
Let V be an algebraic variety defined over an algebraically closed field K of character-
istic zero. The m-jet spaces Vm and the space of arcs V∞ provide the information on the
geometry of the variety V , therefore it is natural to ask the following questions: When will
a deformation of V induce a deformation of the spaces Vm, 1 ≤ m ≤ ∞? If one considers
a deformation of V which admits a flat simultaneous resolution, how will the image of the
Nash application NV vary? In section 3 some partial answers to these questions can be
found.
In section 4 two families of hypersurfaces of A4K are shown in which the Nash application
is bijective. What’s more, in each case a desingularization in which all the irreducible
components of the exceptional fiber are essential divisors is explicitly given. It is important
to note that very few examples of this type are found in the literature.
1. Introduction
Soit V une variété algébrique sur un corps K algébriquement clos ou une variété analy-
tique complexe (K := C). Dans la fin des années 60, John Nash a introduit l’espace d’arcs
V∞ dans le but d’obtenir des informations sur la géométrie locale du lieu singulier SingV
de V (voir [Nas95]). L’espace d’arcs V∞ peut être interprété comme l’ensemble de tous les
arcs SpecK[[t]] → V , muni d’une structure “naturelle” de schéma sur K. Une composante de
Nash associée à V est une famille d’arcs sur V passant par le lieu singulier de V . Un diviseur
essentiel E sur V est grosso modo un diviseur exceptionnel dans une désingularisation de V
qui apparaît comme une composante irréductible de la fibre exceptionnelle de toute désin-
gularisation possible de V . Nash a défini une application de l’ensemble des composantes de
Nash associées à V dans l’ensemble des diviseurs essentiels sur V et il a démontré qu’elle est
injective ; cette application est connue sous le nom d’application de Nash, notée NV . Nash
pose donc la question suivante : Est-ce que la application NV est bijective ? (pour plus de
détails voir la section 2.2). Étant donné explicitement une variété V et une désingularisation
π, on remarque que déterminer si une composante irréductible de la fibre exceptionnelle de π
est ou non un diviseur essentiel reste un problème difficile. L’approche de Nash est donc très
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intéressante.
De nombreux mathématiciens, qu’on ne peut pas tous citer ici, ont apporté de nouvelles
contributions originales à l’étude du problème de Nash, surtout dans le cas de variétés de
dimension 2 et 3 (voir par exemple [LJ80], [Reg95], [GSLJ97], [LJRL99], [IK03], [Ish05],
[Ish06],[PPP06], [GP07],[Mor08], [Plé08],[PPP08], [Pet09], [LA11], [FdB12], [PS12], [dFD14]).
Dans le cas des surfaces, le problème est resté ouvert jusqu’à l’année 2011, quand les auteurs
de l’article [FdBP12] ont donné une réponse positive à la question de Nash pour toutes les
singularités de surfaces sur C.
Dans l’article [IK03] de l’année 2003, les auteurs ont découvert le premier exemple d’une
variété V telle que l’application de Nash NV n’est pas bijective ; cette variété est une hy-
persurface de A5K ayant une unique singularité isolée. Les exemples de variétés de dimension
trois où l’application de Nash n’est pas bijective ont apparu au cours de l’année 2012, (voir
les articles [dF13] et [Kol12]) ; ces exemples sont des hypersurfaces de A4K ayant une unique
singularité isolée. Vous trouverez plus d’exemples, pour dimensions supérieures ou égales à
trois, dans l’article [JK13]. Comme il est indiqué dans l’article antérieurement cité, tous les
exemples connus de variétés où la réponse à la question de Nash est négative, sont obtenus en
utilisant la même méthode centrale. Les auteurs définissent donc les diviseurs très essentiels
sur une variété V , qui sont grosso modo les diviseurs essentiels sur V qui ne satisfont pas les
hypothèses de la méthode centrale. La question qui se pose est alors la suivante : Est-ce que
l’image de l’application de Nash NV correspond l’ensemble des diviseurs très essentiels sur
V ? Cette question est très intéressante, mais c’est un problème que nous n’aborderons pas ici.
Mais au-delà du problème de Nash, c’est important d’étudier les espaces de m-jets et l’espace
de arcs, parce qu’ils fournissent des informations sur la géométrie de la variété sous-jacente,
par exemple, voir les articles suivants : [Mus01], [EM09], [DL99] y [DL02]. Les espaces d’arcs
et les espaces de m-jets ont été utilisés aussi pour solutionner certains problèmes qui ont été
considérés comme des problèmes difficiles à résoudre, par exemple, la Conjecture de Batyrev
sur les variétés de Calabi-Yau (voir [Kon95]).
Dans le but de mieux comprendre la relation entre la variété V et les espaces Vm, 1 ≤ m ≤
∞, il est naturel de se poser la question suivante : Est-ce qu’une déformation de la variété
V induit une déformation (compatible) des espaces de m-jets Vm et de l’espace d’arcs V∞ ?
L’examen de cette question est le sujet de la première moitié de la section 3.
Dans la deuxième moitié de cette section, on aborde et on donne quelques résultats partiels
au problème suivant : si on considère une déformation d’une désingularization π : X → V
(en préservant la condition d’être une désingularization) qui induit une déformations de la
fibre exceptionnelle π−1(SingV ), comment variera l’image de l’application de Nash NV ? Plus
précisément, si E est un diviseur essentiel (ou très essentiel) sur V , est-ce que la “déformation”
de E sera un diviseur essentiel (ou très essentiel) sur la “déformation” de V ? (pour plus de
précisions et de détails voir la section 3.2).
Dans la section 4, on considère deux familles d’hypersurfaces normales de A4K et on montre
que pour chaque hypersurface considérée, l’application de Nash qui y est associée est bijective.
De plus, dans chaque cas on donne explicitement une désingularizations où tous les compo-
santes irréductibles de la fibre exceptionnelle sont des diviseurs essentiels.
Dans la Section 2 on fait quelques rappels sur les dérivations de Hasse-Schimidt, l’espaces
de m-jets, l’espace d’arcs, le problème de Nash, les variétés toriques, et les résolutions de
singularités d’hypersurfaces.
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2. Préliminaires et Rappels
2.1. Dérivations de Hasse-Schmidt. Dans cette section, on donne quelques résultats et
notions de base sur les dérivations de Hasse-Schmidt, l’espace de m-jet relatif et l’espace
d’arcs relatif. Notre but ici n’est pas de donner un exposé exhaustif de la théorie, mais plutôt
de donner un aperçu de celle-ci dans le cadre qui nous intéresse. Pour plus détails, voir [Voj07].
Soit K un corps algébriquement clos de caractéristique nulle, P une K-algèbre et R, Q deux
P -algèbre.
Une dérivation de Hasse-Schmidt d’ordrem ∈ Z≥0 deR versQ est unm+1-uple (D0, · · · ,Dm),
où D0 : R → Q est un homomorphisme de P -algèbre et Di : R → Q, 1 ≤ i ≤ m, est un
homomorphisme de groupes abéliens, qui satisfait les propriétés suivantes :
(1) Di(p) = 0 pour tout p ∈ P et pour tout 1 ≤ i ≤ m ;
(2) Pour tous les éléments x et y de R et pour tout entier 1 ≤ k ≤ m, on a :
Dk(xy) =
∑
i+j=kDi(x)Dj(y).
On remarque que si φ : Q→ Q′ est un homomorphisme de P -algèbre et (D0, · · · ,Dm) une
dérivation de Hasse-Schmidt de R vers Q, alors (φ ◦ D0, · · · , φ ◦ Dm) est une dérivation de
Hasse-Schmidt de R vers Q′. Par conséquent, on peut définir le foncteur suivant :
DermP (R, · ) : P−Alg → Ens; Q 7→ Der
m
P (R,Q)
où P−Alg (resp. Ens) est la catégorie des P -algèbres (resp. des ensembles) et DermP (R,Q)
est l’ensemble des dérivations de Hasse-Schmidt d’ordre m de R vers Q.
De la même façon, on peut définir la dérivation de Hasse-Schmidt d’ordre ∞ et le foncteur
Der∞P (R, · ) en utilisant, à la place du m+1-uple (D0, · · · ,Dm), une suite infinie D0,D1, · · · .
On remarque que le foncteur des dérivations de Hasse-Schmidt d’ordre 1 Der1P (R, · )
est le foncteur de dérivations de Kähler DerP (R, · ). Il est bien connu que ce foncteur est
représentable par l’algèbre symétrique du R-module des différentiels de Kähler , c’est-à-dire :
DerP (R, · ) ∼= HomP (Sym(ΩR/P ), · ),
La proposition suivante est une généralisation du résultat ci-dessus.
Soit HSmR/P la R-algèbre quotient de l’algèbre Sym(
m
⊕
i=1
⊕
x∈R
Rdix) par l’idéal I engendré par
la réunion des ensembles r1, r2 et r3, où r1 := {di(x+y)−di(x)−di(y) | x, y ∈ R; 1 ≤ i ≤ m},
r2 := {d
i(s) | s ∈ P ; 1 ≤ i ≤ m} et r3 := {dk(xy)−
∑
i+j=k d
i(x)di(y) | x, y ∈ R; 1 ≤ k ≤ m}.
On remarque que HS0R/P = R et que HS
1
R/P = Sym(ΩR/P ), par contre, dans le cas m ≥ 2,
l’algèbre HSmR/P devient beaucoup plus difficile à comprendre.
On remarque aussi que HSmR/P est une algèbre graduée par la graduation d
ix 7→ i. D’après
la définition de l’algèbre HSmR/P , on obtient, de façon naturelle, une suite d’homomorphismes
d’algèbres graduées :
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HS0R/P → HS
1
R/P · · · → HS
m
R/P → HS
m+1
R/P → · · ·
On note HS∞R/P , la limite inductive du système inductif HS
m
R/P , c’est-à-dire :
HS∞R/P := limm→
HSmR/P .
Proposition 2.1 ([Voj07]). L’algèbre de Hasse-Schmidt HSmR/P , 0 ≤ m ≤ ∞, représente le
foncteur de dérivations de Hasse-Schmidt DermP (R, · ), c’est à dire
DermP (R,Q)
∼= HomP (HS
m
R/P , Q),
où Q est une P -algèbre quelconque.
L’algèbre de Hasse-Schimidt HSmR/P , 0 ≤ m ≤ ∞ satisfait les propriétés de localisation
suivantes :
Proposition 2.2 ([Voj07]). Soient 0 ≤ m ≤ ∞ et L (resp. L1) un sous-ensemble multiplicatif
de l’algèbre R (resp. P ). Alors, on a :
(1) HSmR/P [L
−1] ∼= HSmR[L −1]/P ;
(2) si le morphisme P → R se factorise par le morphisme canonique P → P [L −11 ], alors
HSmR/P
∼= HSm
R/P [L −1
1
]
Soit f : X → Y un morphisme de schémas. En prenant un recouvrement par des ouverts
affines de X compatible avec un recouvrement par des ouverts affines de Y et en utilisant
les propriétés de localisation ci-dessus, on peut définir un faisceau quasi-cohérent, HSmOX/OY ,
1 ≤ m ≤ ∞, de OX -Algèbres qui ne dépend pas des recouvrements choisis.
Définition 2.3. Pour chaque 0 ≤ m ≤ ∞, on pose :
X(Y)m := SpecHS
m
OX/OY
où SpecHSmOX/OY est le spectre relatif du faisceau quasi-cohérent de OX-Algèbres HS
m
OX/OY
.
Si Y := SpecK, on pose Xm := X(SpecK)m.
Pour 0 ≤ m < ∞ (resp. m = ∞), le schéma X(Y)m (resp. X(Y)∞) est appelé l’espace de
m-jets (resp. d’arcs) du morphisme f : X → Y .
Les résultats suivants justifient la terminologie “Espace de m-jet et Espace d’arc du mor-
phisme f : X → Y ”.
On remarque qu’on peut définir les applications suivantes :
DermP (R,Q) → HomP (R,Q[t]/(t
m+1));
(D0, ...,Dm) →
{
R→ Q[t]/(tm+1);
x 7→ D0(x) + · · ·+Dm(x)t
m
Der∞P (R,Q) → HomP (R,Q[[t]]);
D0,D1 · · · →
{
R→ Q[[t]];
x 7→ D0(x) +D1(x)t+ · · ·
En utilisant les applications ci-dessus, on peut démontrer le résultat suivant
Proposition 2.4 ([Voj07]). Le foncteur Q 7→ DermP (R,Q), 0≤m<∞, (resp. Q 7→ Der
∞
P (R,Q))
est isomorphe au foncteur Q 7→ HomP (R,Q[t]/(tm+1)) (resp. Q 7→ HomP (R,Q[[t]])
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Les théorèmes suivants sont une conséquence des Propositions 2.1 et 2.4
Théorème 2.5. Soit f : X → Y un morphisme de schémas. Alors, l’espace de m-jet X(Y)m
de f : X → Y représente le foncteur de m-jets, c’est-à-dire
HomY (Z ×K SpecK[t]/(t
m+1),X) ∼= HomY (Z,X(Y)m),
où Z est un Y -Schéma quelconque.
Théorème 2.6. Soit f : X → Y un morphisme de schémas. Alors, l’espace d’arcs X(Y)∞ de
f : X → Y représente le foncteur d’arcs, c’est-à-dire
HomY (Z×̂K SpecK[[t]],X) ∼= HomY (Z,X(Y)∞)
où Z est un Y -Schéma quelconque et Z×̂K SpecK[[t]] est le complété formel du schéma Z ×K
SpecK[[t]] le long du sous-schéma Z ×K SpecK.
Les espaces de m-jets et l’espace d’arcs d’un morphisme satisfont la propriété suivante :
Proposition 2.7 ([Voj07]). Soient f : X → Y et Y ′ → Y deux morphisme de schémas, et
on pose X ′ := X ×Y Y ′. Alors, X’(Y’)m
∼= X(Y)m×Y Y
′, sur Y ′ pour tout 0 ≤ m ≤ ∞ En
particulier, il existe un diagramme commutatif :
X’(Y’)m
//

X(Y)m


Y ′ // Y
2.2. L’espace d’arcs et le problème de Nash. Soient K un corps algébriquement clos de
caractéristique nulle, V une variété algébrique normale sur K et π : X → V une désingulari-
sation divisorielle de V .
Étant donné une désingularization quelconque π′ : X ′ → V , l’application birationnelle
(π′)−1 ◦ π : X 99K X ′ est bien définie en codimension 1 (X est une variété normale). Si E
est composante irréductible de la fibre exceptionnelle de π, alors il existe un ouvert E0 de E
sur lequel l’application (π′)−1 ◦ π est bien définie. Le diviseur E est appelé diviseur essentiel
sur V si pour toute désingularisation π′ : X ′ → V , l’adhérence de Zariski (π′)−1 ◦ π(E0) est
une composante irréductible de (π′)−1(SingV ), où SingV est le lieu singulier de V . On note
Ess(V ) l’ensemble des diviseurs essentiels sur V .
On rappelle que V∞ est l’espace d’arcs sur V et que les K-points de V∞ sont en corres-
pondance bijectives avec les K-arcs sur V . Soient α ∈ V∞ et Kα le corps résiduel du point
α. Par abus de notation, on note aussi α le Kα-arc qui correspond au point α ∈ V∞. Soit
p : V∞ → V la projection canonique α 7→ α(0), où 0 est le point fermé de SpecKα[[t]]. On
note CN (V ) l’ensemble des composantes irréductibles de V s∞ := p
−1(SingV ). Nash a démon-
tré que l’application NV : CN (V ) → Ess(V ) qui associe à C ∈ CN (V ) l’adhérence {α̂C(0)}
est une application bien définie et injective, où α̂C est le relèvement à X du point générique
αC de C, c’est-à-dire π◦α̂C = αC . Le problème de Nash consiste à étudier la surjectivité deNV .
Soit E une composante irréductible de la fibre exceptionnelle du morphisme π : X → V .
On pose N′(E) := {α ∈ V∞\(Sing V )∞ | α̂(0) ∈ E} et on note N(E) l’adhérence dans V∞
de N′(E). On peut montrer que N(E) est irréductible et que V s∞ =
⋃
E∈Ess(V )N(E). Les mor-
phismes ω : SpecK[[s, t]] → V sont appelés K-wedges sur V . Les K-wedges sur V sont en
correspondance bijectives avec les K[[s]]-points de V∞. L’image du point fermé (resp. du point
générique) de SpecK[[s]] dans V∞ est appelé le centre (resp. l’arc générique) du K-wedge ω.
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Soit E un diviseur essentiel sur V . Un K-wedge ω est appelé K-wedge admissible centré en
N(E) si le centre (resp. l’arc générique) de ω est le point générique de N(E) (resp. appartient
à V s∞). Dans [Reg06] (voir aussi l’article [LJ80]), l’auteur montre que E appartient à l’image
de l’application de Nash NV si et seulement si, pour tout corps d’extension K du corps
résiduel du point générique de N(E), tout K-wedge admissible centré en N(E) se relève à X,
c’est-à-dire il existe un K-wedge ω̂ sur X tel que π ◦ ω̂ = ω.
2.3. Rappels sur les Variétés Toriques et la Résolution des Singularités isolées
d’hypersurfaces. Soient K un corps algébriquement clos de caractéristique quelconque et
K⋆ son groupe multiplicatif. Un tore algébrique T de dimension n est une variété algébrique
affine isomorphe à (K⋆)n. La structure de groupe multiplicatif de (K⋆)n induit une structure
de groupe sur T . Étant donné un tore algébrique T sur K, une variété torique V est une
variété algébrique contenant T , comme ouvert de Zariski dense, et munie d’une action du
tore algébrique, T × V → V , prolongeant T × T → T . Toutes les variétés toriques que nous
considérons dans la suite sont normales.
Les variétés toriques ont une relation étroite avec la géométrie convexe élémentaire. Dans
la suite on donnera quelques détails de cette description.
Soit N := Zn muni de sa base standard {e1, e2, ..., en} Le dual de N, noté M, est identifié
avec Zn au moyen de la forme bilinéaire standard 〈ei, ej〉 = δij , 1 ≤ i, j ≤ n.
Un cône convexe polyédral ou plus simplement cône est tout ensemble σ de NR := N⊗ZR
(resp. MR := M⊗ZR) tel qu’il existe un entier s et des points vi, 1 ≤ i ≤ s de NR (resp. MR)
tels que σ soit l’ensemble 〈v1, ..., vs〉 des combinaisons linéaires à coefficients réels non négatifs
des vi, 1 ≤ i ≤ s. On note ∆ := 〈e1, e2, ..., en〉 le cône standard.
Le cône σ est fortement convexe s’il admet 0 pour sommet. Son intérieur σ0 est, par
définition, l’ensemble des éléments de σ qui n’appartient à aucune de ses faces strictes.
Un cône σ de NR détermine un cône σ∨ (resp. un sous-espace vectoriel σ⊥) deMR en posant
σ∨(resp. σ⊥) = {m ∈ MR | m|σ ≥ 0 (resp. = 0)}. La correspondance σ → σ
∨ établit une
bijection des cônes de NR dans ceux de MR puisque σ = {n ∈ NR | n|σ∨ ≥ 0}. Soit K[σ
∨ ∩M]
la K-algèbre du semigroupe σ∨ ∩M. En vertu du Lemme de Gordan, la K-algèbre K[σ∨ ∩M]
est de type fini.
On note T le tore N⊗ZK, xj := χej ∈ K[∆∨∩M], 1 ≤ j ≤ 4, et (par abus de notation) 0 la
T -orbite de dimension zéro de AnK := SpecK[x1, x2, · · · , xn]. On remarque que T = SpecK[M].
On pose Uσ = SpecK[σ∨ ∩M]. Le plongement canonique K[σ∨ ∩M] →֒ K[M] montre que
Uσ est une variété torique affine normale sur K.
Un éventail Σ est un ensemble fini de cônes fortement convexes dans NR tel que :
- toute face d’un cône de Σ est dans Σ ;
- l’intersection de deux cônes de Σ est une face de chacun de ces deux cônes.
Étant donné un éventail Σ, on définit une variété torique X(Σ) en recollant les variétés
affines Uσ, quand σ parcourt Σ le long des ouverts définis par les faces communes, c’est-à-dire
si σ1 et σ2 appartiennent à Σ, on a Uσ1 ∩ Uσ2 = Uσ1∩σ2 .
Il est connu que toute variété torique normale est obtenue comme la variété torique associée
à un éventail.
On dit que v est un vecteur primitif du réseau N (resp. M) si v engendre le Z-module
Rv∩N (resp. Rv∩M). Les vecteurs primitifs des faces de dimension 1 d’un cône sont appelés
les vecteurs extrémaux du cône. Si σ est un cône fortement convexe tel que σ 6= {0}, alors il
est engendré par ses vecteurs extrémaux.
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On appelle cône régulier tout cône fortement convexe dont les vecteurs extrémaux sont une
partie d’une base du réseau. Un éventail Σ est appelé éventail régulier si tout cône σ ∈ Σ est
régulier. La variété torique X(Σ) est non singulière si et seulement si l’éventail Σ est régulier.
Un théorème très intéressant de la théorie de variétés toriques est l’existence d’une dés-
ingularisation en caractéristique quelconque (Une désingularisation ou résolution des sin-
gularités d’une variété V est un morphisme propre et birationnel π : X → V tel que
π |X\π−1(Sing V ): X\π
−1(Sing V )→ V \Sing V est un isomorphisme, où X est une variété lisse
et SingV est le lieu singulier de V ). Plus précisément, soit X(Σ) la variété torique associée à
un éventail Σ dans NR. Alors, il existe une désingularisation équivariante f : X(Σ′)→ X(Σ),
où Σ′ est une subdivision régulière de Σ, c’est-à-dire tous les cônes de Σ sont réguliers. Pour
plus de détails, voir [KKMS73] ou [CLS11].
Maintenant, on fait quelques rappels sur la résolution des singularités isolées d’hypersur-
faces.
Soit f =
∑
cex
e ∈ K[x1, x2, ..., xn], n ≥ 3, un polynôme, où e = (e1, e2, ..., en) ∈ Zn≥0,
xe := xe11 x
e2
2 · · · x
e4
4 et ce ∈ K. On note E(f) l’ensemble des exposants e ∈ Z
n
≥0, dont le coeffi-
cient ce est non nul, c’est-à-dire E(f) := {e ∈ Zn≥0 | ce 6= 0}.
Le polyèdre de Newton Γ+(f) associé à f est l’enveloppe convexe de l’ensemble {e + Rn≥0 |
e ∈ E(f)} et la frontière de Newton Γ(f) est la réunion des faces compactes de Γ+(f).
On note I(f) l’idéal de K[x1, x2, ...xn] engendré par les monômes xe, e ∈ Γ(f) ∩ Zn, c’est-
à-dire I(f) := ({xe | e ∈ Γ(f) ∩ Zn}).
L’éventail de Newton Γ⋆(f) associé à f est la subdivision du cône standard ∆ correspon-
dant à l’éclatement normalisé de AnK de centre l’idéal I(f). En particulier I(f)OX(Γ⋆(f)) est un
faisceau inversible.
Le polynôme f est appelé non-dégénéré par rapport à la frontière de Newton si pour toute
face compacte γ de Γ+(f), le polynôme fγ :=
∑
e∈γ cex
e est non singulier sur le tore T :=
N⊕ZK, c’est-à-dire les polynômes fγ , ∂x1 fγ ,..., ∂xn fγ n’ont pas de zéro commun en dehors de
l’ensemble x1x2 · · · xn = 0.
On définit sa fonction d’appui associée au polyèdre de Newton Γ+(f)), p ∈ ∆, par
hf(p) = inf{〈r, p〉 | r ∈ Γ+(f)}.
où 〈 , 〉 : Rn ×Rn → R est la forme bilinéaire standard.
Il est connu que l’éventail de Newton Γ⋆(f) satisfait la propriété suivante :
(⋆) Soient J ⊂ {1, 2, ..., n} et σJ = {(p1, p2, ..., pn) ∈ ∆ | pi = 0 ssi i 6∈ J}. S’il existe
p ∈ σJ tel que hf(p) = 0, alors l’adhérence de σJ dans ∆ est un cône de Γ⋆(f).
Une subdivision régulière Σ de Γ⋆(f) est appelée subdivision régulière admissible, si l’éven-
tail Σ satisfait la propriété (⋆), c’est-à-dire s’il existe n ∈ σJ tel que hg(n) = 0, alors σJ ∈ Σ.
Pour plus de détails, voir [KKMS73] et [Var76].
Dans la proposition suivante, on suppose que V est une hypersurface normale de AnK, don-
née par l’équation f = 0, où f est un polynôme irréductible non-dégénéré par rapport à la
frontière de Newton Γ(f). De plus, on suppose que 0 ∈ AnK est l’unique point singulier de V .
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Soit Σ une subdivision régulière admissible de l’éventail de Newton Γ⋆(f). On note π :
X(Σ)→ AnK le morphisme torique induit par la subdivision Σ du cône ∆ et V˜ le transformé
strict de V dans X(Σ). Par abus de notation, on note π : V˜ → V la restriction du morphisme
π : X(Σ)→ AnK à V˜ .
La proposition suivante résulte des Lemmes 10.2 et 10.3 de [Var76] (pour plus de détails,
voir [Mer80]).
Proposition 2.8. Le morphisme π : V˜ → V est une désingularisation de V .
Si l’hypersurface V ne contient aucune de T -orbite de AnK de dimension strictement plus
grande que zéro, alors le morphisme π : X(Σ)→ AnK est une résolution plongée de V , c’est-à-
dire π : X(Σ) → AnK est un morphisme propre et birationnel, π
′ : X(Σ)\(π′)−1(0) → AnK\{0}
est un isomorphisme et (π′)−1(V ) est un diviseur à croisements normaux.
Soient Σ′ un éventail dans NR et σ un cône de Σ′. Nous appellerons G-subdivision régulière
de σ, une subdivision régulière de σ, dont les vecteurs extrémaux sont exactement les éléments
irréductibles du semi-groupe σ ∩N.
On dit qu’un éventail Σ′G est une G-subdivision régulière de Σ
′ si chaque cône de Σ′G est
obtenu par une G-subdivision régulière d’un cône de Σ′. Le morphisme équivariant associé à
une G-subdivision régulière de Σ′ est appelé G-désingularisation de X(Σ′).
Il existe des exemples où un éventail Σ n’admet pas une G-subdivision régulière (voir
[BGS92]). On remarque que si Γ⋆(f) admet une G-subdivision régulière Γ⋆(f)G, alors Γ
⋆(f)G
est une subdivision régulière admissibe.
3. Familles d’espaces de m-Jets et d’espaces d’arcs
Il est connu que les espaces de m-jets et l’espace d’arcs fournissent des informations sur
la géométrie de la variété sous-jacente. Il est donc naturel de se poser la question suivante :
Est-ce qu’une déformation de la variété V induit une déformation (compatible) des espaces de
m-jets Vm et de l’espace d’arcs V∞ ? L’examen de cette question est le sujet de la sous-section
3.1, où on présente quelques résultats et quelques problèmes ouverts.
Dans la sous-section 3.2, on considère certaines déformations d’une variété ayant une sin-
gularité isolée qui admet certaines résolutions simultanées à plat (Autrement dit, de façon
intuitive, la fibre exceptionnelle se déforme aussi) et on se pose la question suivante : Est-ce
que la condition qu’un diviseur appartient à l’image de l’application de Nash est préservée
par cette type de déformations ? On donne quelques réponses partielles à cette question.
3.1. Familles d’espaces de m-Jets et d’espaces d’arcs. Soient V une variété algébrique
sur K, S un schéma, 0 ∈ S un point fermé et W une déformation de V sur S, c’est-à-dire il
existe un diagramme commutatif :
V 

//

W


0 

// S
où W → S est plat et V ∼= W ×S {0}. Par abus de notation, on note {0} le sous-schéma de
S associé au point 0.
Comme on a dit ci-dessus, on se pose la question suivante : Est-ce qu’une déformation W
de la variété V induit une déformation des espaces de m-jets Vm et de l’espace d’arcs V∞ ?
En vertu des Théorèmes 2.5 et 2.6, et la Proposition 2.7, l’espace W(S)m est le candidat
naturel pour être l’espace déformation de Vm, 1 ≤ m ≤ ∞. La question est donc de savoir si
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le morphisme W(S)m → S est plat.
En général, le fait que le morphisme W → S soit plat n’implique pas que le morphisme
W(S)m → S le soit.
Exemple 1. Soient V ⊂ A2K une courbe donnée par le polynôme x
3 + y4 = 0, W → AK :
(x, y, s) 7→ s la déformation donnée par le polynôme x3 + y4 + s = 0 et Ws la fibre sur
s ∈ AK. Pour tout s 6= 0 la variété Ws est lisse, on a donc que l’espace de 2-jet (Ws)2 est
une variété de dimension 3. Par contre, l’espace de 2-jet V2 a une composante de dimension
4. Par conséquence le morphisme W(AK)m → AK n’est pas plat.
La question est donc : Quand est-ce qu’une déformation de V induit une déformation de
l’espace Vm, 1 ≤ m ≤ ∞ ?
Dans la suite, on considère le cas de variétés localement intersection complète.
Soient n, p deux entiers positifs tels que 0 < p < n, et V ⊂ (AnK, 0) un germe d’un schéma
intersection complète, définie par l’idéal (f1(x), ..., fp(x)) ⊂ OAn,0, où x := (x1, ..., xn) et OAn,0
est la fibre en 0 du faisceau OAn
On fixe un entier l ≥ 1 et soient F1(x, s), ...,Fp(x, s) ∈ OAn+l,0, où s := (s1, ..., sl),
tels que Fi(x, 0) = f i(x), 1 ≤ i ≤ p, et W le germe du schéma défini par l’idéal I :=
(F1(x, s), ..., Fp(x, s)) ⊂ OAn+l,0.
Dans les Sections 3 et 4 de [Art76], l’auteur montre que Tor
O
Al,0
1 (KAl
0
,OAn+l,0/I) = 0, où
KAl
0
est le corps résiduel de OAl,0. Ce qui implique, en utilisant le critère local de platitude
(voir le Théorème 6.8 de [Eis95]), que le morphisme π :W → S; (x, s) 7→ s, où S := AlK,0, est
plat. En particulier W est une déformation de V .
Si V est un germe d’une variété intersection complète ayant une singularité isolée à l’origine
0, alors il existe un entier l et F1, ...,Fp ∈ OAn+l,0 tel que la déformation π : W → S est une
déformation Verselle (voir [KS72]), c’est-à-dire s’il existe une autre déformation π′ : W ′ → S′
de V , alors il existe un morphisme S′ → S tel que la déformation W ′ est isomorphe à la
déformation W ×S S′.
Dans les résultats suivants, on suppose que V est un germe d’une variété intersection
complète ayant une singularité isolée à l’origine 0 et que W est une déformation Versalle de
V .
Le résultat suivant est une conséquence directe du critère local de platitude et de la Pro-
position 2.7.
Proposition 3.1. On suppose que Vm est localement intersection complète, alors le mor-
phisme W(S)m → S est une déformation de Vm pour tout 1 ≤ m ≤ ∞.
L’espace de m-jets Vm est défini par p(m + 1) équations, mais en général cet espace n’est
pas localement une intersection complète. En fait, si l’espace de m-jets Vm est localement une
intersection complète (resp. irréductible) si et seulement si V est une singularité log-canonique
(resp. rationnelle). Voir les articles [Mus01] et [EM04].
Le résultat suivant suit immédiatement de la Proposition 3.1 et du Théorème 0.1 de l’article
antérieurement cité.
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Théorème 3.2. On conserve les notations ci-dessus et on suppose que la singularité de V
est log-canonique. Alors l’espace W(S)m est une une déformation de l’espace de m-jet Vm,
1 ≤ m ≤ ∞.
Dans le résultat suivant, on ne suppose pas que la singularité de V est de log-canonique.
Proposition 3.3. Si pm ≤ n− p, alors l’espace de m-jets Vm est localement une intersection
complète. En particulier le morphisme W(S)m → S est une déformation de Vm.
Démonstration. Soit πm : Vm → V la projection canonique. On a donc la décomposition
suivante :
Vm = π
−1
m ({0}) ∪ π
−1
m (V \{0})
On remarque que π−1m (V \{0}) est une composante irréductible de Vm de dimension (n −
p)(m + 1) et dimπ−1m (0) ≤ nm. En vertu de la proposition 1.4 de [Mus01], Vm est une
intersection complète si et seulement si dimVm ≤ (n− p)(m+ 1). Ce qui achève la preuve de
la proposition, car par hypothèse on a nm ≤ (n − p)(m+ 1). 
Maintenant, on suppose que S = SpecK[[s]] (ou S := SpecK[s](s)), et soit V une variété
quelconque et W → S une déformatión de V . Le morphisme pm : W(S)m → S, m ≥ 0, est
plat si et seulement si pour tout point associé p ∈ W(S)m (c’est-à-dire, tous les éléments de
l’idéal maximal du point p sont des diviseurs du zéro), le point pm(p) est le point générique de
S (voir la page 257 de [Har77]). Une partie de ce résultat peut s’écrire de la façon suivante :
Lemme 3.4. On suppose que pour tout point p ∈ Vm ⊂ W(S)m, il existe un arc α :
SpecK[[s]] → W(S)m, où K est une extension du corps K, tel que l’image par α (resp.
par pm ◦α) du point fermé 0 (resp. point générique η ) de SpecK[[s]] est le point p (resp. le
point générique de S). Alors le morphisme pm : W(S)m → S est plat.
Démonstration. On suppose qu’il existe un point associé p ∈ W(S)m tel que pm(p) soit le
point fermé de S, alors p ∈ Vm. Comme p est un point associé, on a α(0) = α(η) = p. Ce qui
est une contradiction, car pm(α(η)) est le point générique de S. 
Le lemme 3.4 et la propriété fonctorielle de l’espace W(S)m motive la définition suivante :
Définition 3.5. Soit m (resp. n) un entier supérieur ou égal à 0 (resp. 3). Un morphisme
φ : SpecK[t]/(tm+1)→ AnK est appelé (K,m)-jet sur A
n
K.
On dira que un S-morphisme Φ : SpecK[[s]][t]/(tm+1) → AnS est une déformation d’un
(K,m)-jet φ, si la spécialisation en s = 0 de Φ est φ.
D’abord, on fixe quelques notations. Étant donné un polynôme ϕ ∈ K[t], on note Ordt ϕ
l’ordre en t du polynôme ϕ et on définit le m-ordre de ϕ, noté Ordmt ϕ, comme suit :
Ordmt ϕ :=
{
∞ si ϕ ≡ 0 mod (tm+1)
Ordt ϕ sinon
On remarque qu’on peut définir Ordmt sur l’anneau K[t]/(t
m+1).
Étant donné le (K,m)− jet, φ : SpecK[t]/(tm+1)→ AnK, on définit le m-ordre, Ord
m
t φ, de
φ de la façon suivante :
Ordmt φ := (Ord
m
t φ
⋆(x1), ...,Ord
m
t φ
⋆(xn)),
où φ⋆ est le co-morphisme de φ.
Avec la notation standard des multi-indices (c’est-à-dire on note xe = xe11 · · · x
en
n pour
e = (e1, ..., en) ∈ Z
n
≥0), on considère la série formelle suivante :
τ :=
∑
e ∈ Zn≥0
cex
e,
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où ce ∈ K pour tout e ∈ Zl≥0. L’ensemble E(τ) := {e ∈ Z
n
≥0 | ce 6= 0} est l’ensemble des
exposants de τ . Si la série formelle τ n’est pas nulle, alors l’ensemble E(ϕ) n’est pas vide.
Soient v ∈ Rn>0, on définit le v-ordre de τ , noté νvτ , et le (v,m)-ordre de τ , noté ν
m
v τ , de la
façon suivante :
νvτ := min{v · e | e ∈ E(τ)} ; νmv τ :=
{
∞ si νvτ > m
νvτ sinon
On considère une suite de polynômes f, g1, g2, ... ∈ K[x1, ..., xn], n ≥ 3, et on pose
F(x, s) := f(x) + s g1(x) + s
2 g2(x) + · · · ,
où x := (x1, ..., xn) et f un polynôme irréductible non nul. Dans toute la suite, V est la variété
définie par le polynôme f et W la déformation de V définie par F ∈ K[x1, x2, ..., xm][[s]] (voir
page 79 de [EH00]).
Lemme 3.6. Soit φ : SpecK[t]/(tm+1)→ V un (K,m)-jet et v = Ordt φ. On suppose que
νmv f = min{Ord
m
t φ
⋆(xi∂i f(x)) | 1 ≤ i ≤ n} et que νmv f ≤ ν
m
v gj , pour tout 1 ≤ j,
Alors, il existe une déformation Φ du (K,m)-jet φ tel que Φ⋆(F(x, s)) ≡ 0 mod (tm+1).
Remarque 1 (Polynômes de Pham-Brieskorn). On remarque que dans le cas où
f := xa11 + x
a2
2 + · · ·+ x
ak
2 + · · ·+ x
an
n , ak > 1,
et les polynômes gi, 1 ≤ i, appartiennent à la clôture intégrale de l’idéal engendré par x
a1
1 , x
a2
2 , · · · , x
an
n ,
les hypothèses du Lemme 3.6 sont toujours vérifiées.
Démonstration. Soit φi := φ⋆(xi), 1 ≤ i ≤ n, et on pose Φi := φi+ sψ1i+ s2ψ2i+ s3ψ3i+ · · · ,
1 ≤ i ≤ n, où les ψji appartient à K[t]/(tm+1). On peut donc définir une déformation Φ du
(K,m)-jet φ tel que Φ⋆(xi) := Φi, 1 ≤ i ≤ n.
L’idée de la démonstration est de montrer qu’on peut choisir les ψji ∈ K[t]/(tm+1) de façon
que F(Φ1, ...,Φn, s) ≡ 0 mod (tm+1).
On pose Φ := (Φ1, ...,Φn), φ := (φ1, ..., φn), Ψ := Φ−φ et ψj := (ψj1, ..., ψjn). On remarque
qu’on a toujours la formule suivante :
F(Φ, s) = f(φ)+s(
∑
∂i f(φ)ψ1i+T1))+s
2(
∑
∂i f(φ)ψ2i+T2)+ · · ·+s
j(
∑
∂i f(φ)ψji+Tj)+ · · ·
où Tj, j ≥ 1, est défini de la manière suivante :
Tj := gj(φ) +
j−1∑
l=1
∑
1≤|α|≤j−l
1
α!∂
α gl(φ)Ij−l(α) +
∑
2≤|α|≤j
1
α!∂
α f(φ)Ij(α),
où ∂α := ∂
α1
1 · · · ∂
αn
n , | α |:=
∑
αi, α! = α1! · · ·αn!, et Ik(α) :=
1
k!∂
k
sΨ
α
|s=0, pour 1 ≤ k ≤ j
et (α1, ..., αn) ∈ Zn≥0.
On remarque que si 1 ≤| α | (resp. 2 ≤| α |) et k′ > k (resp. k′ ≥ k), alors Ik(α) ne dépend
pas de ψk′ .
On va procéder par récurrence sur j pour montrer la propriété suivante :
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(⋆) Il existe ψj , tel que Ord
m
t (
∑
∂i f(φ)ψji + Tj) = ∞ et Ord
m
t φi ≤ Ord
m
t ψji, pour tout
1 ≤ i ≤ n.
Mais d’abord, on fait une remarque que l’on utilisera fréquemment dans cette démonstra-
tion :
Remarque 2. Soient p, q, r ∈ K[t]/(tm+1) tel que Ordmt pq ≤ Ord
m
t r, on remarque qu’il existe
w ∈ K[t]/(tm+1) tel que Ordmt (pw − r) =∞ et Ord
m
t q ≤ Ord
m
t w.
Par hypothèse, on a νmv f = min{Ord
m
t φ
⋆(xi∂i f(x)) | 1 ≤ i ≤ n} et νmv f ≤ ν
m
v g1,
v = Ordt φ. Comme νmv g1 ≤ Ord
m
t g1(φ), on obtient qu’il existe un entier 1 ≤ i0 ≤ n tel
que Ordmt ∂i0 f(φ)φi0 ≤ Ord
m
t g1(φ). En utilisant la Remarque 2, on obtient qu’il existe ψ1 tel
que Ordmt (
∑
∂i g0(φ)ψ1i + T1) =∞, où Ord
m
t φi ≤ Ord
m
t ψ1i, pour tour 1 ≤ i ≤ n.
On peut donc supposer qu’il existe un entier j0 tel que la propriété (⋆) est vérifiée pour
tout j < j0. On va montrer que la propriété (⋆) est vérifiée pour j0.
CommeOrdmt φi ≤ Ord
m
t ψji, pour tout 1 ≤ i ≤ n et 1 ≤ j < j0, on a ν
m
v f ≤ Ord
m
t ∂
α f(φ)Ij0(α)
(resp. νmv gl ≤ Ord
m
t ∂
α gl(φ)Ij0−l(α), 1 ≤ l < j0,) pour tout α ∈ Z
n
≥0 tel que 2 ≤| α |≤ j0
(resp. 1 ≤| α |≤ j0 − l). Par conséquent, on a : νmv f ≤ Ord
m
t Tj0 .
Comme νmv f ≤ Ord
m
t Tj0 et ν
m
v f = min{Ord
m
t φ
⋆(xi∂i f(x)) | 1 ≤ i ≤ n}, on obtient qu’il
existe ψj0 tel que Ord
m
t (
∑
∂i f(φ)ψj0i+Tj0) =∞ et Ord
m
t φi ≤ Ord
m
t ψj0i, pour tout 1 ≤ i ≤ n
(voir la remarque 2). Ceci achève la démonstration du lemme 
Le théorème suivant est une conséquence immédiate des lemmes 3.4 et 3.6
Théorème 3.7. Soit f := xa11 +x
a2
2 + · · ·+x
ak
2 + · · ·+x
an
n , ak > 1, et on suppose que les poly-
nômes gi, i ≥ 1, appartiennent à la clôture intégrale de l’idéal engendré par x
a1
1 , x
a2
2 , · · · , x
an
n .
Alors, le morphisme pm : W(S)m → S est plat pour tout 0 ≤ m ≤ ∞. Autrement dit, W(S)m
est une déformation de Vm.
Remarque 3. On remarque que la déformation W de la variété V du théorème ci-dessus est une
déformation à nombre de Milnor constant. Est-ce que la question principale de cette section
a une réponse affirmative dans le cas de déformation à nombre de Milnor constat ?
Plus précisément, soient n ≥ 3, f(x1, ..., xn) un polynôme qui n’est pas dégénéré par rapport
à la frontière de Newton Γ(f) et F(x1, x2, ..., xn, s) ∈ K[x1, .., xn, s] une déformation de f à
nombre de Milnor constant. Est-ce que W(AK)m est une déformation de Vm ?
3.2. Familles d’espaces d’arcs et l’application de Nash. Dans cette section, V est une
variété normale ayant une unique singularité isolée, notée 0, et W est une déformation de V
qui admet une résolution simultanée à plat (voir [Tei80]). La définition suivante est plus res-
trictive que celle de l’article antérieurement cité, mais elle est la plus adaptée à nos problèmes.
Soit S un schéma et s ∈ S un point. Par abus de notation, on note {s} le sous-schéma de
S associé au point s. Soit 0 ∈ S un point fermé de S. Une déformation W de V sur S le long
une section σ : S →W est un diagramme commutatif :
W S
σ
où le morphisme W → V est plat à fibres réduits et V ∼=W0 :=W ×S {0}.
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Définition 3.8. Soit π0 : V˜ → V une désingularization telle que la fibre exceptionnelle
π−10 (0) = E1 ∪E2 · · · ∪ El est un diviseur à croisements normaux et W une déformation
de V sur S le long une section σ : S → W . On suppose que σ(s), s ∈ S, est l’unique point
singulier de la variété Ws :=W ×S {s} . La déformation W admet une résolution simultanée
à plat, s’il existe un diagramme commutatif :
E1,E2, · · · ,El
  //
 _

E˜1, E˜2, · · · , E˜l _

(⋆)
V˜

##●
●●
  // W˜

π
##●
●
V
{{✇✇
✇
  // W
{{✇✇
✇
0 

// S
(E˜1)s, ..., (E˜l)s
  // W˜s
πs

:= W˜ ×S {s}
Ws

:=W ×S {s}
s
où le morphisme π : W˜ → W est une modification propre de W telle que πs : W˜s → Ws est
une désingularization, où que la fibre exceptionnelle, π−1(σ(s)) = (E˜1)s ∪ (E˜2)s · · · ∪ (E˜l)s, est
un diviseur à croisements normaux, et le schéma W˜ (resp. la fibre schématique W˜ ×W σ(S))
est une déformation de V˜ (resp. de la fibre schématique V˜ ×V {0}) sur S.
Exemple 2. Soit f ∈ K[x1, ..., xn], n ≥ 4, un polynôme irréductible et non dégénéré par rapport
à la frontière de Newton, et soient g1,..,gm des polynômes de K[x1, ..., xn] tels que tous les
exposants de chaque polynôme gi, 1 ≤ i ≤ m, appartient au polyèdre de Newton Γ+(f). On
pose F(x, s) := f(x) +
∑
si gi(x), où s := (s1, ..., sm) ∈ S := A
m
K,0 et x ∈ A
n
K.
Soit V (resp. W ) la variété définie par f (resp. F). On remarque que le morphisme naturel
W → S est une déformation de V . Si V ne contient aucune des T orbites de AnK, alors la
Proposition 2.8 montre que W admet une résolution simultanée à plat. En fait, à un chan-
gement de base près, toute déformation d’une hypersurface quasi-homogène V qui admet une
résolution simultanée à plat équisingulier est obtenue de cette façon. Voir [Kou76], [O’S87],
[ST04] et [Var82].
Pour chaque diviseur E˜i, on note N(E˜i) l’adhérence dans W(S)∞ de l’ensemble suivant :
{α ∈W(S)∞ \ (SingW)(S)∞ | α̂(0) ∈ E˜i}
où α̂ est le relèvement à W˜ de l’arc α. Étant donné s ∈ S, on pose N(E˜i)s := N(E˜i) ×S {s}.
On remarque que N(Ei) ⊂ N(E˜i)0 ⊂ V s∞
Lemme 3.9. On conserve la notation employée auparavant et, en plus, on suppose que S est
une variété sur K. Alors N(E˜k) est irréductible pour tout k ≥ 1.
Remarque 4. D’après le lemme ci-dessus, si s est le point générique de S, alors l’ensemble
N(E˜k)s est dense dans N(E˜k) pour tout k ≥ 1.
Démonstration. Soit π∞ : W˜(S)∞ → W(S)∞ le morphisme induit par π. On pose M(E˜k) :=
{β ∈ W˜(S)∞ | β(0) ∈ E˜k} et on remarque que N(E˜k) = π∞(M(E˜k)). Il suffit donc de montrer
que M(E˜k) est irréductible.
Étant donné un ouvert U ⊂ W˜ , on peut supposer que U(S)m est un ouvert de W˜(S)m,
0 ≤ m ≤ ∞ (voir le Théorème 4.3 de [Voj07]).
Comme W˜ et S sont de type fini sur K, le morphisme W˜ → S est un morphisme lisse de
dimension relative d = dim W˜ − dimS (voir le Théorème 10.2 de [Har77]). Alors, en vertu
de la Proposition 5.10 de [Voj07], pour chaque x ∈ E˜k il existe un ouvert x ∈ Ux ⊂ W˜ et
un Ux-isomorphisme, Ux (S)m
∼= AdmUx , 0 ≤ m ≤ ∞. En particulier M(E˜k) ∩ Ux (S)∞ est un
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cylindre sur E˜k ∩ U . Comme E˜k ∩ U est irréductible, on obtient que M(E˜k) ∩ Ux (S)∞ est
irréductible pour chaque x ∈ E˜k. Ce qui implique que M(E˜k) est irréductible. 
Proposition 3.10. Soient S = AK,0 et s le point générique de S. Si le diviseur Ei appartient
à l’image de l’application de Nash NV , alors N(E˜i)s 6⊂ N(E˜j)s pour tout j 6= i.
Démonstration. Pour chaque m ≥ 1, soit Tm : V∞ → Vm et T(S)m : W(S)∞ → W(S)m les
morphismes de troncature canoniques. Pour m ≥ 0 et k ≥ 1, on pose CSmk := T(S)m(N(E˜k))
et Cmk := Tm(N(Ek)). Comme N(E˜k), k ≥ 1, est irréductible (voir le lemme précèdent), on
obtient que CSmk est irréductible.
Sans perte de généralité, on peut supposer que i = 1. Comme E1 appartient à l’image de
l’application de Nash NV , on a N(E1) 6⊂ N(Ek) pour tout k > 1.
On suppose qu’il existe j > 1 tel que N(E˜1)s ⊂ N(E˜j)s. Ce qui implique que N(E˜1) ⊂ N(E˜j),
car N(E˜k)s est dense dans N(E˜k) pour tout k ≥ 1 (voir la Remarque 4).
Comme N(E˜1) 6= N(E˜j), il existe m >> 0 assez grand tel que CSm1  CS
m
j (en particu-
lier dimCSm1 < dimCS
m
j ). De plus, on peut supposer que C
m
1 6⊂ C
m
k et codim(N(Ek)) =
dimTm(V∞)− dimC
m
k pour tout k > 1 (quitte à remplacer m par un entier plus grand).
On rappelle que CSmk , k ≥ 1, est irréductible. Comme le morphisme induit par restriction
CSmk → S est dominant et S = AK,0, on obtient que CS
m
k → S, k ≥ 1, est plat (voir la
Proposition 9.7 de [Har77]).
Comme dimCSm1 < dimCS
m
j , on obtient que dimC
m
1 < dim(CS
m
j ×S{0}). Ce qui implique
qu’il existe au moins une composante irréductible de CSmj ×S {0} qui contient strictement
l’ensemble Cm1 . Comme CS
m
j ×S {0} ⊂ Tm(V
s
∞), il existe j
′ > 1 tel que Cm1  C
m
j′ , d’où la
contradiction. 
Soient v := (v1, ..., vn) ∈ Zn>0, d ∈ Z>0 et f ∈ K[x1, ..., xn] un polynôme quasi-homogène de
type (s, v), c’est-à-dire f est homogène de degré d par rapport à la graduation νvxi = vi. Soit
h ∈ K[x1, ..., xn] tel que νv h > d. On note V (resp. V ′) l’hypersurface donnée par l’équation
f(x1, ..., xn) = 0 (resp. f(x1, ..., xn) + h(x1, ..., xn) = 0). On suppose que V (resp. V ′) a une
unique singularité isolée à l’origine de AnK, V (resp. V
′) ne contient aucune de T -orbite de AnK
et f (resp f1 := f +h) est un polynôme non dégénéré par rapport à ĺa frontière de Newton Γ(f).
On remarque que le morphisme π : X(Σ) → An est une résolution plongée des variétés V et
V ′ et que les fibres exceptionnelles des désingularitations π0 : X → V , π1 : X ′ → V ′ induites
pour la résolution plongée π sont trivialement homéomorphes. Dans le théorème suivant, par
abus de notation, on utilise la même notation pour désigner les composantes irréductibles des
fibres exceptionnelles de π0 et π1.
Théorème 3.11. Si le diviseur E appartient à l’image de l’application de Nash NV , alors E
apparient l’application de Nash NV ′
Démonstration. Soient S := AK,0 , F(x1, ..., xn, s) := f(x1, ..., xn) + 1sd h(s
v1x1, ..., s
vnxn) ∈
OA,0[x1, ..., xn] et W la déformation de V induite par F . Soit s le point générique de S. On
remarque que Ws ∼= V1 × {s}, ce qui implique que Ws({s})∞
∼= V ′∞ × {s}. On suppose que
E n’appartient pas à l’image de l’application de Nash NV ′ , alors il existe une composante
irréductible E′ de fibre exceptionnelle π−11 (0) tel que N(E) ⊂ N(E
′). D’où N(E) × {s} ⊂
N(E′) × {s}. Par conséquence, on a N(E˜)s ⊂ N(E˜′)s. Ce qui rentre en contradiction avec la
proposition 3.10. 
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4. Deux familles d’exemples d’hypersufaces de A4K avec l’application de Nash
bijective
Dans cette section on considère deux familles d’hypersurfaces normales de A4K et on montre
que pour chaque hypersurface considérée, l’application de Nash qui y est associée est bijective.
De plus, dans chaque cas on donne explicitement une désingularitations où tous les com-
posantes irréductibles de sa fibre exceptionnelle sont des diviseurs essentiels. Comme on a
dit dans l’introduction, étant donné une variété V singulière et une désingularization π de
V , déterminer si une composante irréductible de la fibre exceptionnelle de π est ou non un
diviseur essentiel est un problème qui est, en général, difficile à résoudre.
Dans les deux cas on utilise la même méthode de démonstration. Cette méthode est une
adaptation de celle développée dans l’article [LA11].
Chaque famille d’hypersurface considérée est le sujet d’une des deux sous-sections suivantes.
4.1. La première famille d’exemples. Soit V l’hypersurface de A4K donnée par une équa-
tion du type :
f(x1, x2, x3, x4) := hq(x1, x2) + kpq(x3, x4)
où p ≥ 2, q ≥ 2 sont deux entiers et hq, kpq sont deux polynômes homogènes sans facteur
multiple. De plus, hq (resp. kpq) est de degré q (resp pq) et le polynôme f n’est pas dégénéré
par rapport à la frontière de Newton Γ(f).
Example 1. Le polynôme f = xq1 + x
q
2 + x
pq
3 + x
pq
4 , p ≥ 2, q ≥ 2, satisfait les hypothèses
ci-dessus. Dans ce cas la variété V est une hypersurface de Pham-Brieskorn.
Remarque 5. À un automorphisme linéaire de A4K près, x1 et x2 (resp. x3, x4) ne divisent pas
hq (resp. kpq).
Le résultat principal de cette section est le théorème suivant :
Théorème 4.1. L’application de Nash NV associée à l’hypersurface V est bijective et le
nombre de diviseurs essentiels sur V est égal à (p− 1)q + 1.
Le résultat suivant est une conséquence directe des Théorèmes 4.1, 3.11 et la Proposition
4.6. Soit h ∈ K[x1, x2, x3, x4] tel que les exposants de ses monômes appartiennent à l’en-
semble Γ+(f)−Γ(f). On note V ′ l’hypersurface de A4K donnée par l’équation f(x1, x2, x3, x4)+
h(x1, x2, x3, x4) = 0.
Corollaire 4.2. L’application de Nash NV ′ associée à l’hypersurface V ′ est bijective et le
nombre de diviseurs essentiels sur V ′ est égal à (p− 1)q + 1.
D’abord, on utilise la géométrie torique pour résoudre la singularité de V . Ensuite, on dé-
montre le Théorème 4.1.
Par abus de notation, on note 0 l’origine de A4K. La proposition suivante résulte d’un calcul
direct.
Proposition 4.3. L’hypersurface V est normale et le point 0 est son unique point singulier.
De plus, V ne contient aucune T -orbite de dimension strictement positive.
En vertu des Propositions 2.8 et 4.3, pour résoudre la singularité de V , il suffit trouver une
subdivision régulière admissible de Γ⋆(f). Dans la suite, on montre explicitement une subdi-
vision régulière admissible de Γ⋆(f).
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La Figure 1 représente la face compacte du polyèdre de Newton Γ+(f), c’est-à-dire la
frontière de Newton Γ(f). On rappelle que f = hq(x1, x2) + kpq(x3, x4) et que x1 et x2 (resp.
x3, x4) ne divisent pas hq (resp. kpq), voir la Remarque 5.
(0, 0, pq, 0)(q, 0, 0, 0)
(0, 0, 0, pq)
(0, q, 0, 0)
Figure 1. La frontière de Newton Γ(f), où f = hq(x1, x2) + h2q(x3, x4)
Soit H un hyperplan qui ne contient pas l’origine de R4 et tel que H∩R4≥0 soit un ensemble
compact. La Figure 2 représente l’intersection de H avec la subdivision Γ⋆(f) de R4≥0. Chaque
sommet du diagramme est identifié avec le vecteur primitif d’un cône de dimension 1 de
l’éventail Γ⋆(f) (vecteur extrémal) correspondant.
e3 := (0, 0, 1, 0)e1 := (1, 0, 0, 0)
e4 := (0, 0, 0, 1)
e2 := (0, 1, 0, 0)
ρ0
ρ0 := (p, p, 1, 1)
Figure 2. Section de l’éventail de Newton Γ⋆(f), où f = hq(x1, x2) + kpq(x3, x4)
On note σj, 1 ≤ j ≤ 4, le cône de dimension 4 de Γ⋆(f) engendré par le vecteur (p, p, 1, 1)
et l’ensemble {ei | 1 ≤ i ≤ 4, i 6= j}.
La proposition suivante résulte d’un simple calcul.
Proposition 4.4. Les cônes σ3 et σ4 sont réguliers.
De gauche à droite : la Figure 3 représente l’intersection du plan H avec une subdivision
du cône σ2 et du cône σ1. On rappelle que chaque sommet des diagrammes est identifié avec
le vecteur extrémal correspondant.
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u1
(1, 0, 0, 0)
u2
ρ0
ρp−1
ρp−2
ρ1
σ2
(0, 1, 0, 0)
u1
u2
ρ0
ρp−1
ρp−2
ρ1
σ1 u1 := (0, 0, 1, 0)
u2 := (0, 0, 0, 1)
0 ≤ j ≤ p− 1
ρj := (p− j, p− j, 1, 1)
Figure 3. Subdivision des cônes σ1 et σ2
Pour chaque paire d’entiers 1 ≤ j < p− 1 et 1 ≤ k ≤ 2, on note σ1jk (resp. σ2jk) le cône de
dimension 4 engendré par le vecteur (0, 1, 0, 0) (resp. (1, 0, 0, 0)) et l’ensemble {ρj−1, ρj , uk},
où u1 := (0, 0, 1, 0), u2 := (0, 0, 0, 1) et ρj = (p− j, p − j, 1, 1).
On note σ1 p−1 (resp. σ2 p−1) le cône engendré par le vecteur (0, 1, 0, 0) (resp. (1, 0, 0, 0))
et l’ensemble {u1, u2, ρp−1}. On remarque que l’ensemble {σ1jk, σ2jk | 1 ≤ j < p − 1, 1 ≤ k ≤
2} ∪ {σ1 p−1, σ2 p−1, σ3, σ4} engendre un éventail, noté Σ.
Par une simple inspection des cônes de l’éventail Σ, on obtient la proposition suivante :
Proposition 4.5. L’éventail Σ engendré par l’ensemble {σ1jk, σ2jk | 1 ≤ j < p − 1, 1 ≤ k ≤
2} ∪ {σ1 p−1, σ2 p−1, σ3, σ4} est une G-subdivision régulière de l’éventail Γ⋆(f).
Soient π : X(Σ) → A4K le morphisme torique induit par l’éventail Σ de la Proposition 4.5
et V˜ le transformé strict de V dans X(Σ). Par abus de notation, on note π : V˜ → V la
restriction de π à V˜ .
En vertu de la correspondance orbites-cônes, les vecteurs ρj , 0 ≤ j ≤ p − 1, sont en
correspondance biunivoque avec les composantes irréductibles de la fibre exceptionnelle du
morphisme π : X(Σ) → A4K. Pour plus de détails, voir [KKMS73] ou [CLS11]. Soit Dj le
diviseur torique associé au vecteur ρj .
Proposition 4.6. La fibre exceptionnelle de la désingularisation π : V˜ → V est un diviseur à
croisements normaux qui est la réunion de (p−1)q+1 composantes irréductibles. Le diagramme
suivant représente la fibre exceptionnelle de π :
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
Eq,1
Eq−1,1
E2,1
E1,1
Eq,2
Eq−1,2
E2,2
E1,2
Eq,3
Eq−1,3
E2,3
E1,3
Eq,p−1
Eq−1,p−1
E2,p−1
E1,p−1
E0
· · ·
· · ·
· · ·
· · ·
où E0 := D0 ∩V˜ et les diviseurs Ei,j, 1 ≤ i ≤ q, sont les composantes irréductibles de Dj ∩V˜ ,
1 ≤ j ≤ p − 1. Les intersections E0 ∩Ei,1 et Ei,j ∩Ei,j+1, 1 ≤ i ≤ q, 1 ≤ j ≤ p − 2, sont des
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courbes lisses et irréductibles. De plus, les diviseurs Ei,j , 1 ≤ i ≤ q, 1 ≤ j ≤ p − 1 sont des
variétés rationnelles.
Remarque 6. Dans les résultats suivants, on montre que les diviseurs essentiels sur V sont
exactement les diviseurs exceptionnels de la désingularisation π : V˜ → V
Démonstration de la Proposition 4.6. Cette proposition peut être obtenue en utilisant les mé-
thodes développées dans l’article [Oka87]. Or on va donner une preuve adaptée à notre cas.
On rappelle que le morphisme π : X(Σ) → A4K est une résolution plongée de V , d’où la
fibre exceptionnelle de la désingularisation π : V˜ → V est un diviseur à croisements normaux.
Par conséquent, les intersections E0 ∩Ei,1 et Ei,j ∩Ei,j+1, 1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ p − 2 sont une
réunion de courbes lisses.
On fixe un entier 1 ≤ j < p − 1 et on considère le cône σ2j2 ∈ Σ. On rappelle que σ2j2
est le cône régulier engendré par les vecteurs (1, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 1) , ρj = (p − j, p − j, 1, 1),
ρj−1 = (p− j+1, p− j+1, 1, 1). On note U (∼= A4K) l’ouvert torique qui est en correspondance
avec le cône σ2j2.
La restriction à U du morphisme torique π : X(Σ)→ A4K est définie de la façon suivante :
π |U : U → A
4
K, (y1, y2, y3, y4) 7→ (x1, x2, x3, x4) := (y1y
p−j+1
2 y
p−j
3 , y
p−j+1
2 y
p−j
3 , y2y3, y2y3y4).
On remarque que U ∩ π−1(0) = {y2 = 0} ∪ {y3 = 0}. La variété V˜ ∩ U est donnée par
l’équation suivante :
hq(y1, 1) + y
q(j−1)
2 y
qj
3 kpq(1, y4) = 0.
Si j = 1, l’intersection V˜ ∩ U ∩ {y2 = 0} est une variété irréductible et V˜ ∩ U ∩ {y3 = 0}
est donnée par les équations hq(y1, 1) = 0, y3 = 0. Par conséquent, V˜ ∩ U ∩ {y3 = 0} est
la réunion disjointe de q composantes irréductibles (chaque composante irréductible est as-
sociée à une racine du polynôme hq(y, 1)) et chaque composante irréductible est une variété
rationnelle. Soient w ∈ K une racine du polynôme hq(y, 1) et Fw la composante irréductible
de V˜ ∩U ∩{y3 = 0} associée à w. On remarque que Fw∩{y2 = 0} est une courbe irréductible.
Si j ≥ 2, les intersections V˜ ∩U ∩{y2 = 0}, V˜ ∩U ∩{y3 = 0} sont la réunion disjointe de q
composantes irréductibles et chaque composante est une variété rationnelle. Soit F2,w (resp.
F3,w la composante irréductible de V˜ ∩ U ∩ {y2 = 0} (resp. V˜ ∩ U ∩ {y3 = 0}) associée à w,
où w ∈ K une racine du polynôme hq(y, 1). Alors l’intersection F2,w ∩ F3,w′ n’est pas vide si
et seulement si w = w′. On remarque que F2,w ∩ F3,w est une courbe irréductible.
En procédant de la même manière sur tous les cônes qui contiennent les vecteurs extrémaux
ρj−1 et ρj , on obtient la proposition. 
4.1.1. Preuve de la bijectivité de l’application de Nash. Dans cette section, on dé-
montre le Théorème 4.1 sur la bijectivité de l’application de Nash pour l’hypersurface V
de A4K donnée par une équation du type f(x1, x2, x3, x4) := hq(x1, x2) + kpq(x3, x4), ce qui
équivaut à montrer que tous les wedges admissibles se relèvent à une désingularisation de V
(voir la section 2.2). Notre but, dans toute la suite de cette section, est de montrer que pour
chaque diviseur essentiel E tous les K-wedges admissibles centrés en N(E) se relèvent à la
désingularisation V˜ de la Proposition 4.6, où K est une extension du corps K.
DÉFORMATION DES ESPACES DE M-JETS ET D’ARCS 19
D’abord, on donne quelques résultats techniques. Ensuite, on démontre le Théorème 4.1.
On note g (resp. Par abus de notation, on note 0) le point générique (resp. fermé) de
SpecK[[t]]. Étant donné un K-arc α : SpecK[[t]] → V , α(0) = 0, qui n’est pas concentré en
un hyperplan xi = 0, 1 ≤ i ≤ 4, on note µ = (µ1, µ2, µ3, µ4) ∈ Z4>0 le vecteur principal du
K-arc α, c’est-à-dire
µ := (Ordt α
⋆(x1),Ordt α
⋆(x2),Ordt α
⋆(x3),Ordt α
⋆(x4)).
où α⋆ est le comorphisme du K-arc α. On peut donc écrire le comorphisme α⋆ de la façon
suivante :
α⋆(xi) = t
µiαi, 1 ≤ i ≤ 4,
où les αi sont des séries formelles inversibles dans K[[t]].
Dans la proposition suivante, on utilise la notation ci-dessus et de la Proposition 4.6.
On remarque que si un K-arc α : SpecK[[t]]→ V n’est pas concentré en 0, alors α se relève
à V˜ , car le morphisme π est une désingularisation de V . De plus, si le point α˜(0) est le point
générique d’une composante irréductible de la fibre exceptionnelle de π, alors le K-arc α n’est
pas concentré en une hypersurface de V .
Proposition 4.7. Soient π : V˜ → V la désingularisation de la Proposition 4.6, E une com-
posante irréductible de la fibre exceptionnelle de π et α un K-arc qui n’est pas concentré en 0
tel que le relèvement α̂ de α à V˜ est transverse à E. De plus, on suppose que α̂(0) est le point
générique de E. Alors, on a :
i) si le diviseur E est le diviseur E0, alors le vecteur principal µ du K-arc α est le vecteur
ρ0 = (p, p, 1, 1) ;
ii) si le diviseur E est le diviseur Ei,j, 1 ≤ i ≤ q, 1 ≤ j ≤ p − 1, alors le vecteur principal
µ du K-arc α est le vecteur ρj = (p − j, p− j, 1, 1) ;
Démonstration. La démonstration est analogue à celle de la Proposition 2.12 de l’article
[LA11]. Dans le but de fournir un texte auto-contenu, nous en donnerons quand même une
preuve.
Comme π : X(Σ) → A4 est une résolution plongée de V , il existe un diviseur torique
exceptionnel D de π qui est transverse à V˜ et tel que E est une composante irréductible de
D∩V˜ .
Étant donné un vecteur extremal ̺ de Σ, on note D̺ le diviseur torique associé à ̺. Soit
̺1 le vecteur extremal de Σ tel que D = D̺1 et soient ̺i, 2 ≤ i ≤ 4 des vecteurs extrémaux
de Σ adjacents à ̺1, c’est-à-dire il existe un cône σ ∈ Σ de dimension 4 tel que les vecteurs
̺i, 1 ≤ i ≤ 4, sont vecteurs extrémaux de σ.
L’entier i ∈ {1, 2, 3, 4} étant fixé, soit mi ∈ Z4 un vecteur tel que le caractère χmi associé à
mi soit une équation du diviseur D̺i ∩Uσ, (On rappelle que Uσ est l’ouvert torique de X(Σ)
associé au cône σ). On a donc 〈mi, ̺j〉 = δij , où δij est le symbole de Kronecker. Quitte à
remplacer les vecteurs ̺i, 2 ≤ i ≤ 4, on peut supposer que Uσ ∩ E 6= ∅.
On rappelle que V̂ est transverse au diviseur Dρ1 . Comme le K-arc α̂ est transverse à E,
le K-arc α̂ est transverse à Dρ1 .
Soit µ le vecteur principal de l’arc α. Comme α̂(0) est le point générique de E, on peut
supposer que α̂(0) 6∈ D̺i , i = 2, 3, 4. Par conséquent, on obtient que 〈mi, µ〉 = δi1, 1 ≤
i ≤ 4. Ceci implique que µ = ̺1. En utilisant explicitement la résolution π, on achève la
démonstration de la proposition. 
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Étant fixé une composante irréductible E de la fibre exceptionnelle du morphisme π :
V˜ → V (π est la désingularisation de la Proposition 4.6), on considère un K-wedge ω :
SpecK[[s, t]]→ V , tel que son centre (resp. son arc générique) est le point générique de N(E),
noté αE, (resp. est un point qui appartient à V s∞), et on pose
(η1, η2, η3, η4) := (Ordt ω
⋆(x1),Ordt ω
⋆(x2),Ordt ω
⋆(x3),Ordt ω
⋆(x4)) ∈ Z
4
>0,
où ω⋆ est le comorphisme du K-wedge ω. On peut écrire le comorphisme ω⋆ de la façon
suivante :
ω⋆(xi) = t
ηiϕi, 1 ≤ i ≤ 4,
où les ϕi sont des séries formelles dans K[[s, t]] qui ne sont pas divisibles par t.
On pose
(µ1, µ2, µ3, µ4) := (Ordt α
⋆
E(x1),Ordt α
⋆
E(x2),Ordt α
⋆
E(x3),Ordt α
⋆
E(x4)),
le vecteur principal du KαE-arc αE, où KαE est le corps résiduel du point générique de N(E).
D’après la Proposition 4.7, il existe un entier 0 ≤ j ≤ p− 1, tel que le vecteur principal du
KαE-arc αE est le vecteur (µ1, µ2, µ3, µ4) = (p − j, p − j, 1, 1). La proposition suivante est le
résultat clé de la preuve du Théorème 4.1
Proposition 4.8. Les séries formelles ϕi, 1 ≤ i ≤ 4, sont inversibles.
D’abord, finissons la preuve du Théorème 4.1. On remarque que la Proposition 4.8 est
valable pour toute composante irréductible E de la fibre exceptionnelle de la désingularisation
π : V˜ → V et pour tout K-wedge ω : SpecK[[s, t]] → V , tel que son centre (resp. son arc
générique) est le point générique de N(E) (resp. est un point qui appartient à V s∞). En vertu
de la Proposition 4.8, le K-wedge ω se relève à V˜ . Par conséquent, tout diviseur exceptionnel
E de la désingularisation π : V˜ → V est un diviseur essentiel sur V qui appartient à l’image
de l’application de Nash (voir section 2.2).
Démonstration de la Proposition 4.8. On définit l’application suivante :
FI : K[[s, t]]\{0} → Z≥0, où FI(φ) est le nombre de facteurs irréductibles de φ comptés
avec multiplicité.
Alors on a :
FI(ϕi) ≤ µi − ηi, 1 ≤ i ≤ 4,
De plus, ϕi 1 ≤ i ≤ 4 est inversible si et seulement si µi − ηi = 0.
On rappelle qu’il existe un entier 0 ≤ j ≤ p− 1, tel que le vecteur principal du KαE-arc αE
est le vecteur (µ1, µ2, µ3, µ4) = (p− j, p− j, 1, 1). Par conséquent, on a η3 = η4 = µ3 = µ4 = 1
et les séries formelles ϕ3, ϕ4 sont inversibles.
Si j = p − 1, alors µ1 = µ2 = η1 = η2 = 1. Par conséquent, les séries ϕ1 et ϕ2 sont
inversibles. Ce qui achève la démonstration dans ce cas.
Dans la suite, on suppose que j < p− 1.
Le K-wedge ω satisfait l’équation hq(x1, x2) + kpq(x3, x4) = 0, ainsi on obtient :
hq(t
η1ϕ1, t
η2ϕ2) + t
pq kpq(ϕ3, ϕ4) = 0.
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On rappelle que hq(x1, x2) est un polynôme homogène de degré q sans facteur multiple et
que x1 et x2 ne le divisent pas (voir la Remarque 5).
On remarque que ηi ≤ µi ≤ p. Si on suppose que η1 6= η2, alors Ordt hq(tη1ϕ1, tη2ϕ2) < pq.
Ce qui n’est pas possible car Ordt tpq kpq(ϕ3, ϕ4) ≥ pq. D’où η1 = η2.
Par conséquent, on a :
hq(ϕ1, ϕ2) + t
(p−η1)q kpq(ϕ3, ϕ4) = 0.
Si η1 = p, alors µ1 − η1 = µ2 − η2 = 0 car µi ≤ p, i ∈ {1, 2}, et η1 = η2. Comme
FI(ϕ1) = FI(ϕ2) = 0, on obtient que les séries formelles ϕ1 et ϕ2 sont inversibles. Ce qui
achève la démonstration dans ce cas.
Dans la suite, on suppose que η1 < p.
D’après la Remarque 5, on peut écrire le polynôme hq(x1, x2) de la façon suivante :
hq(x1, x2) =
∏q
i=1(aix1 + bix2),
où ai 6= 0, bi 6= 0, pour tout 1 ≤ i ≤ q. Ainsi on obtient la relation suivante :∏q
i=1(aiϕ1 + biϕ2) = −t
(p−η1)q kpq(ϕ3, ϕ4)
On remarque que t divise aiϕ1 + biϕ2 si est seulement si t ne divise pas ai′ϕ1 + bi′ϕ2, pour
tout i′ 6= i. En effet, hq est un polynôme sans facteur multiple. Donc, s’il existe 1 ≤ i, i′ ≤ q
tel que t divise aiϕ1 + biϕ2 et ai′ϕ1 + bi′ϕ2, alors t divise ϕ1 et ϕ2. Ce qui est absurde.
Sans perte de généralité, on peut supposer que a1ϕ1 + b1ϕ2 = λt(p−η1)q, où λ est une série
formelle qui appartient à K[[s, t]]. Ainsi on obtient la relation suivante :
λ
∏q
i=2(aiϕ1 + biϕ2) = kpq(ϕ3, ϕ4).
Le lemme suivant est le résultat clé pour la preuve de la Proposition 4.8
Lemme 4.9. La série formelle kpq(ϕ3, ϕ4) est inversible.
D’abord, finissons la preuve de la Proposition 4.8. Comme µ1 − η1 = µ2 − η2, la série
formelle ϕ1 est inversible si et seulement si ϕ2 l’est.
D’après le lemme précédent, la série formelle kpq(ϕ3, ϕ4) est inversible. Ce qui implique que
la série formelle λ
∏q
i=2(aiϕ1 + biϕ2) est inversible. En particulier a2ϕ1 + b2ϕ2 est inversible,
d’où les séries formelles ϕ1 et ϕ2 sont inversibles.
Démonstrations du Lemme 4.9. On rappelle que ω est un K-wedge admissible centré en N(E)
(voir la Section 2.2) et que αE est le point générique de N(E).
Soit λ : SpecK[[t]] → SpecK[[s, t]] le morphisme induit par l’homomorphisme canonique
λ⋆ : K[[s, t]] → K[[s, t]]/(s) = K[[t]]. Alors, le morphisme α = ω ◦ λ est un K-arc sur V . On
remarque que le K-arc α est un K-point de V∞ au-dessus du point αE.
Soit π : V˜ → V la désingularisation de la Proposition 4.6. En utilisant la propriété foncto-
rielle d’espace d’arcs V∞ (voir le Théorème 2.6), on obtient que le relèvement α̂ de α à V˜ est
transverse au diviseur E et que α̂(0) est le point générique de E, car le centre du K-wedge
ω est le point générique de N(E). En particulier, le K-arc α : SpecK[[t]] → V n’est pas
concentré en un hyperplan xi = 0, 1 ≤ i ≤ 4.
On peut écrire le comorphisme α⋆ du K-arc α de la façon suivante :
α⋆(xi) = t
µiαi, 1 ≤ i ≤ 4,
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où les αi sont des séries formelles inversibles dans K[[t]]. On note ai le terme constant de la
série inversible αi, 1 ≤ i ≤ 4.
On remarque que pour i ∈ {3, 4}, on a ϕi = ai + ϕ′i, où ϕ
′
i ∈ K[[s, t]], i ∈ {3, 4}, est une
série formelle non inversible, car les séries formelles ϕ3 et ϕ4 sont inversibles. Ainsi, on a :
kpq(ϕ3, ϕ4) = kpq(a3, a4) + ψ,
où ψ ∈ K[[s, t]] est une série formelle non inversible. Par conséquent, la série kpq(ϕ3, ϕ4) est
inversible si et seulement si kpq(a3, a4) 6= 0.
On rappelle que d’après la Proposition 4.7, il existe un entier 0 ≤ j < p − 1, tel que le
vecteur principal du K-arc α est le vecteur (µ1, µ2, µ3, µ4) = (p− j, p − j, 1, 1).
Soit j′ = j + 1 et on considère le cône σ2j′2 ∈ Σ (voir la Proposition 4.5). On rap-
pelle que σ2j′2 est le cône régulier engendré par les vecteurs (1, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 1) , ρj+1 =
(p− j− 1, p− j − 1, 1, 1) et ρj = (p− j, p− j, 1, 1). On note U (∼= A4K) l’ouvert torique qui est
en correspondance avec le cône σ2j′2.
La restriction à U du morphisme torique π : X(Σ)→ A4K est définie de la façon suivante :
π |U : U → A
4
K, (y1, y2, y3, y4) 7→ (x1, x2, x3, x4) := (y1y
p−j
2 y
p−j−1
3 , y
p−j
2 y
p−j−1
3 , y2y3, y2y3y4).
On remarque que U ∩ π−1(0) = {y2 = 0} ∪ {y3 = 0}. La variété V˜ ∩ U est donné par
l’équation suivante :
hq(y1, 1) + y
qj
2 y
q(j+1)
3 kpq(1, y4) = 0.
Si j = 0, le diviseur E∩U est donné par les équations suivantes :
hq(y1, 1) + y
q
3 kpq(1, y4) = 0, y2 = 0.
Si 1 ≤ j ≤ p− 2, le diviseur E∩U , 1 ≤ i ≤ q, est une composante irréductible de
hq(y1, 1) = 0, y2 = 0.
Soit wi ∈ K⋆ la racine de hq(y, 1), tel que le diviseur E∩U est donné par les équations
y1 = wi, y2 = 0.
Comme le K-arc α n’est pas concentré en un hyperplan xi, 1 ≤ i ≤ 4, et α̂(0) ∈ U ∩ V˜ ,
le K-arc α̂ : SpecK[[t]] → U ∩ V˜ est un morphisme bien défini. On peut donc écrire le
comorphisme α̂⋆ de la façon suivante :
α̂⋆(yi) = t
riα̂i, 1 ≤ i ≤ 4,
où les α̂i sont des séries formelles inversibles dans K[[t]] et les ri sont positifs, pour tout
1 ≤ i ≤ 4.
Soit âi ∈ K⋆ le terme constant de α̂i, 1 ≤ i ≤ 4. Si j = 1 (resp. j ≥ 2), alors le K-arc α̂
est transverse au diviseur E0 (resp. Ei,j)) et le point α̂(0) est le point générique de E0 (resp.
Ei,j). Par conséquent, on a (r1, r2, r3, r4) = (0, 1, 0, 0) et kpq(1, â4) 6= 0.
En utilisant le morphisme π, on obtient que :
α3 = α̂2α̂3 et α4 = α̂2α̂3α̂4.
Par conséquent, on a kpq(a3, a4) = (â2â3)pq kpq(1, â4) 6= 0, d’où le lemme. 
Avec la démonstration du Lemme 4.9, on achève la preuve de la Proposition 4.8. 
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4.2. La deuxième famille d’exemples. On utilise les notations de la section 4.1. Soient
un entier q ≥ 3 et V une hypersurface de A4K donnée par une équation du type :
f(x1, x2, x3, x4) := hq(x1, x2) + kq(x3, x
2
4),
où hq et kq sont deux polynômes homogènes de degré q sans facteur multiple. De plus, on
suppose que le polynôme f n’est pas dégénéré par rapport à la frontière de Newton Γ(f) et
que x3 et x4 ne divisent pas kq(x3, x24).
Example 2. Le polynôme f = xq1+x
q
2+x
q
3+x
2q
4 , q ≥ 3, satisfait les hypothèses ci-dessus. Dans
ce cas la variété V est une hypersurface de Pham-Brieskorn.
Remarque 7. À un automorphisme linéaire de A2K prés, x1 et x2 ne divisent pas hq(x1, x2).
Le résultat principal de cette section est le théorème suivant :
Théorème 4.10. L’application de Nash NV associée à l’hypersurface V est bijective et le
nombre de diviseurs essentiels sur V est égal à 2.
Le résultat suivant est une conséquence direct des Théorèmes 4.1, 3.11 et la Proposition
4.6. Soit h ∈ K[x1, x2, x3, x4] tel que les exposants des monômes de h appartiennent à l’en-
semble Γ+(f)−Γ(f). On note V ′ l’hypersurface de A4K donnée par l’équation f(x1, x2, x3, x4)+
h(x1, x2, x3, x4) = 0.
Corollaire 4.11. L’application de Nash NV ′ associée à l’hypersurface V ′ est bijective et le
nombre de diviseurs essentiels sur V ′ est égal à 2.
D’abord, on utilise la géométrie torique pour résoudre la singularité de V . Ensuite, on
démontre le Théorème 4.10. La proposition suivante résulte d’un calcul direct.
Proposition 4.12. L’hypersurface V est normale et le point 0 est son unique point singulier.
De plus, V ne contient aucune T -orbite de dimension strictement positive.
D’après les résultats 2.8 et 4.12, si Σ est une subdivision régulière admissible de Γ⋆(f), alors
le morphisme torique π : X(Σ)→ A4K associé à la subdivision régulière admissible Σ de Γ
⋆(f)
est une résolution plongée de l’hypersurface V .
Maintenant, on montre explicitement une subdivision régulière admissible de Γ⋆(f).
La Figure 4 représente la face compacte du polyèdre de Newton Γ+(f), c’est-à-dire la
frontière de Newton Γ(f). On rappelle que f = hq(x1, x2) + kq(x3, x24) et que x1 et x2 (resp.
x3, x4) ne divisent pas hq(x1, x2) (resp. kq(x3, x24)), voir la Remarque 7.
Soit H un hyperplan qui ne contient pas l’origine de R4 et tel que H∩R4≥0 soit un ensemble
compact. La Figure 5 représente l’intersection de H avec la subdivision Γ⋆(f) de R4≥0. Chaque
sommet du diagramme est identifié avec le vecteur extrémal correspondant.
On note σj, 1 ≤ j ≤ 4, le cône de dimension 4 de Γ⋆(f) engendré par le vecteur (2, 2, 2, 1)
et l’ensemble {ei | 1 ≤ i ≤ 4, i 6= j}.
La proposition suivante résulte d’un simple calcul.
Proposition 4.13. Le cône σ4 est régulier.
La Figure 6 représente l’intersection du plan H avec une subdivision des cônes σ1, σ2 et
σ3. Pour chaque entier 1 ≤ j ≤ 3, on note σj1 (resp. σj2) le cône de dimension 4 engendré par
le vecteur ρ1 et l’ensemble {ρ0} ∪ {ei | 1 ≤ i ≤ 3, i 6= j} (resp. {ei | i 6= j}).
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(0, 0, q, 0)(q, 0, 0, 0)
(0, 0, 0, 2q)
(0, q, 0, 0)
Figure 4. La frontière de Newton Γ(f), où f = hq(x1, x2) + kq(x3, x24).
e3 := (0, 0, 1, 0)e1 := (1, 0, 0, 0)
e4 := (0, 0, 0, 1)
e2 := (0, 1, 0, 0)
ρ0
ρ0 := (2, 2, 2, 1)
Figure 5. Section de l’éventail de Newton Γ⋆(f), où f = hq(x1, x2) + kq(x3, x24)
On remarque que l’ensemble {σjk | 1 ≤ j ≤ 3, 1 ≤ k ≤ 2}∪{σ4} engendre un éventail, noté
Σ.
Soient B := {e1, e3, e3, e4} la base ordonnée canonique de N et ∆ le cône standard engendré
par B. Maintenant, on considère la subdivision du cône ∆ suivante :
Soit Σ1 la subdivision élémentaire de ∆ centrée en u =
∑4
i=1 ei. Pour chaque entier j,
1 ≤ j ≤ 4, on note Bj la base ordonnée de N obtenue en remplaçant ej par u dans la base B.
Soient ∆j := 〈Bj〉 le cône régulier engendré par Bj, pour 1 ≤ j ≤ 4, et Σ2 la subdivision de
Σ1 obtenue en remplaçant ∆4 en Σ1 par les cônes ∆4j := 〈B4j〉, où B4j est la base ordonnée
de N obtenue en remplaçant le j-ième vecteur de B4 par
∑
u∈B4
u.
On remarque que la suite de morphismes X(Σ2) → X(Σ1) → A4K est obtenue en éclatant
deux points fermés.
Par une simple inspection des cônes des éventails Σ et Σ2, on obtient la proposition sui-
vante :
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e3e1
e4
ρ0
ρ1
σ2
e2e3
e4
ρ0
ρ1
σ21
e1 := (1, 0, 0, 0)
e2 := (0, 1, 0, 0)
e3 := (0, 0, 1, 0)
e4 := (0, 0, 0, 1)
ρ0 := (2, 2, 2, 1)
ρ1 := (1, 1, 1, 1)
ρ0e1
e4
e2
ρ1σ3
Figure 6. Subdivision des cônes σ1, σ2 et σ3
Proposition 4.14. L’éventail Σ engendré par l’ensemble {σjk | 1 ≤ j ≤ 3, 1 ≤ k ≤ 2} ∪ {σ4}
est une G-subdivision régulière de l’éventail Γ⋆(f). De plus, Σ et Σ2 sont les mêmes éventails.
Soit π : X(Σ) → A4K le morphisme torique induit par l’éventail Σ de la Proposition 4.14.
On remarque que le morphisme π est une résolution plongée de V . Soit V˜ le transformé strict
de V dans X(Σ). Par abus de notation, on note π : V˜ → V la restriction de π à V˜ .
On note Σ0 l’éventail engendré par le cône ∆ et Bi le diviseur exceptionnel de l’éclatement
X(Σi) → X(Σi−1), 1 ≤ i ≤ 2. Par abus de notation, on note B1 le transformé strict de B1
dans X(Σ2). On pose Ei := Bi ∩V˜ , 1 ≤ i ≤ 2.
Par abus de notation, on note 0 l’origine de A4K. Pour démontrer la proposition suivante,
on peut appliquer la même méthode que celle utilisée pour la démonstration de la Proposition
4.6.
Proposition 4.15. Les Ei sont des variétés lisses et irréductibles et l’intersection E1 ∩E2 est
une variété lisse et irréductible. De plus, la fibre exceptionnelle π−1(0) de la désingularisation
π : V˜ → V est la réunion de E1 et E2. En particulier π−1(0) est un diviseur à croisements
normaux.
Remarque 8. Dans les résultats suivants, on montre que les diviseurs essentiels sur V sont
exactement les diviseurs exceptionnels de la désingularisation π : V˜ → V
4.2.1. Preuve de la bijectivité de l’application de Nash. Dans cette section, on dé-
montre le Théorème 4.10 sur la bijectivité de l’application de Nash pour l’hypersurface V
de A4K donnée par une équation du type f(x1, x2, x3, x4) := hq(x1, x2) + kq(x3, x
2
4), ce qui
équivaut à montrer que tous les wedges admissibles se relèvent à une désingularisation de
V . Notre but, dans toute la suite de cette section, est de montrer que pour chaque diviseur
essentiel E tous les K-wedges admissibles centrés en N(E) se relèvent à la désingularisation
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V˜ de la Proposition 4.15, où K est une extension du corps K.
D’abord, on donne quelques résultats techniques. Ensuite, on démontre le Théorème 4.10.
On note 0 (resp g) le point fermé (resp. générique) de SpecK[[t]]. Étant donné un K-arc
α : SpecK[[t]]→ V , α(0) = 0, qui n’est pas concentré en un hyperplan xi = 0, 1 ≤ i ≤ 4, on
note µ = (µ1, µ2, µ3, µ4) ∈ Z4>0 le vecteur principal du K-arc α, c’est-à-dire
µ := (Ordt α
⋆(x1),Ordt α
⋆(x2),Ordt α
⋆(x3),Ordt α
⋆(x4)).
où α⋆ est le comorphisme du K-arc α. On peut donc écrire le comorphisme α⋆ de la façon
suivante :
α⋆(xi) = t
µiαi, 1 ≤ i ≤ 4,
où les αi sont des séries formelles inversibles dans K[[t]].
Dans les résultats suivants, on utilise la notation ci-dessus et celle de la Proposition 4.15.
On remarque que si un K-arc α : SpecK[[t]]→ V n’est pas concentré en 0 ∈ V , alors α se
relève à V˜ , car le morphisme π est une désingularisation de V . De plus, si le point α˜(0) est le
point générique d’une composante irréductible de la fibre exceptionnelle de π, alors le K-arc
α n’est pas concentré en une hypersurface de V .
Pour démontrer la proposition suivante, on peut appliquer la même méthode que celle de
la démonstration de la Proposition 4.7.
Proposition 4.16. Soient π : V˜ → V la désingularisation de la Proposition 4.15, E une
composante irréductible de la fibre exceptionnelle de π et α un K-arc qui n’est pas concentré
en 0 tel que le relèvement α̂ de α à V˜ est transverse à E. De plus, on suppose que α̂(0) est le
point générique de E. Alors, si E est le diviseur E1 (resp. E2), alors le vecteur principal µ du
K-arc α est le vecteur ρ1 = (1, 1, 1, 1) (resp. ρ0 = (2, 2, 2, 1)).
Étant fixé une composante irréductible E de la fibre exceptionnelle du morphisme π :
V˜ → V (π est la désingularisation de la Proposition 4.15), on considère un K-wedge ω :
SpecK[[s, t]]→ V , tel que son centre (resp. son arc générique) est le point générique de N(E),
noté αE, (resp. est un point qui appartient à V s∞), et on pose
(η1, η2, η3, η4) := (Ordt ω
⋆(x1),Ordt ω
⋆(x2),Ordt ω
⋆(x3),Ordt ω
⋆(x4)) ∈ Z
4
>0,
où ω⋆ est le comorphisme du K-wedge ω. On peut donc écrire le comorphisme ω⋆ de la façon
suivante :
ω⋆(xi) = t
ηiϕi, 1 ≤ i ≤ 4,
où les ϕi sont des séries formelles dans K[[s, t]] qui ne sont pas divisibles par t.
On pose
(µ1, µ2, µ3, µ4) := (Ordt α
⋆
E(x1),Ordt α
⋆
E(x2),Ordt α
⋆
E(x3),Ordt α
⋆
E(x4)),
le vecteur principal du KαE-arc αE, où KαE est le corps résiduel du point générique de N(E).
D’après la Proposition 4.16, si E est le diviseur E1 (resp. E2), alors le vecteur principal du
KαE-arc αE est le vecteur (µ1, µ2, µ3, µ4) = (1, 1, 1, 1) (resp. (µ1, µ2, µ3, µ4) = (2, 2, 2, 1)). On
remarque que 1 ≤ ηi ≤ µi ≤ 2, pour tout 1 ≤ i ≤ 4, en particulier η4 = µ4 = 1.
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Soient φ ∈ K[[s, t]] une série formelle non nulle et v ∈ R2>0. Le vecteur v induit une gra-
duation positive sur l’anneau K[[s, t]], on note νvφ (resp. φv) le v-ordre (resp. la v-partie
principale) de φ .
Le lemme suivant est un résultat technique qu’on utilise dans la preuve du Théorème 4.10.
Lemme 4.17. Si le K-wedge ω est centré en N(E2), alors il existe un vecteur v = (u, 1) ∈ Q2>0
tel que
νv hq(t
η1ϕ1, t
η2ϕ2) = Degt hq(t
η1(ϕ1)v, t
η2(ϕ2)v) = 2q,
νv kq(t
η3ϕ3, t
2ϕ24) = Degt kq(t
η3(ϕ3)v , t
2(ϕ24)v) = 2q.
Démonstration. On rappelle que αE2 est le point générique de N(E).
Soit λ : SpecK[[t]] → SpecK[[s, t]] le morphisme induit par l’homomorphisme canonique
λ⋆ : K[[s, t]] → K[[s, t]]/(s) = K[[t]]. Alors, le morphisme α = ω ◦ λ est un K-arc sur V . On
remarque que le K-arc α est un K-point de V∞ au-dessus du point αE2 .
En utilisant la propriété fonctorielle de l’espace d’arcs V∞, on obtient que le relèvement α̂
de α à V˜ est transverse au diviseur E2 et que α̂(0) est le point générique de E2, car le centre
du K-wedge ω est le point générique de N(E2).
D’après la Proposition 4.16, on peut écrire le comorphisme α⋆ de α de la façon suivante :
α⋆(xi) = t
µiαi, 1 ≤ i ≤ 4, (µ1, µ2, µ3, µ4) = (2, 2, 2, 1),
où les αi sont des séries formelles inversibles dans K[[t]]. On remarque qu’on a :
tµi−ηiαi = λ
⋆ ◦ ϕi, 1 ≤ i ≤ 3, et α4 = λ⋆ ◦ ϕ4.
Soit ai ∈ K⋆ le terme constant de la série formelle αi. Alors, il existe un vecteur v = (u, 1) ∈
Q2>0 tel que
(ϕi)v = ait
µi−ηi , 1 ≤ i ≤ 3 et (ϕ4)v = a4
En effet, il suffit de choisir v ∈ Q2>0 tel que le nombre u soit “assez grand".
On rappelle que σ11 ∈ Σ est le cône engendré par les vecteurs ρ0 = (2, 2, 2, 1), ρ1 =
(1, 1, 1, 1), e2 = (0, 1, 0, 0) et e3 = (0, 0, 1, 0) et que la restriction du morphisme π : X(Σ)→ A4K
à l’ouvert U := Uσ11 est donnée de la façon suivante :
π : U → A4K, (y1, y2, y3, y4) 7→ (y
2
1y4, y
2
1y2y4, y
2
1y3y4, y1y4)
L’intersection de V˜ (resp. E2) et U est donnée par l’équation suivante (resp. les équations
suivantes) :
hq(1, y2) + kq(y3, y4) = 0 (resp. hq(1, y2) + kq(y3, y4) = 0 et y1 = 0)
Comme le K-arc α n’est pas concentré en un hyperplan xi = 0, 1 ≤ i ≤ 4, et α̂(0) ∈ U ∩ V˜ ,
α̂ : SpecK[[t]] → U ∩ V˜ est un morphisme bien défini. On peut donc écrire le comorphisme
α̂⋆ de la façon suivante :
α̂⋆(yi) = t
riα̂i, 1 ≤ i ≤ 4,
où les α̂i sont des séries formelles inversibles dans K[[t]] et les ri sont positifs, pour tout
1 ≤ i ≤ 4.
Soit âi ∈ K⋆ le terme constant de α̂i, 1 ≤ i ≤ 4. On rappelle que le K-arc α̂ est trans-
verse au diviseur E2 et que α̂(0) est le point générique de E2. Par conséquent, on obtient que
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(r1, r2, r3, r4) = (1, 0, 0, 0), car le K-arc α̂ est transverse au diviseur E2, et que hq(1, â2) 6= 0
et kq(â3, â24) 6= 0, car le point (0, â2, â3, â4) est le point générique de E2.
En utilisant le morphisme π, on obtient que :
α1 = α̂
2
1α̂4, α2 = α̂
2
1α̂2α̂4,
α3 = α̂
2
1α̂3α̂4, α4 = α̂1α̂4.
Par conséquent, on a :
hq(a1, a2) = (â
2
1â4)
q hq(1, â2) 6= 0,
kq(a3, a
2
4) = (â
2
1â4)
q kq(â3, â
2
4) 6= 0.
Comme il existe un vecteur v = (u, 1) ∈ Q2>0 tel que (ϕi)v = ait
µi−ηi , 1 ≤ i ≤ 3 et
(ϕ4)v = a4, on obtient que
(hq(t
η1ϕ1, t
η2ϕ2))v = hq(t
η1(ϕ1)v , t
η2(ϕ2)v) = t
2q hq(a1, a2),
(kq(t
η3ϕ3, t
2ϕ24))v = kq(t
η3(ϕ3)v , t
2(ϕ24)v) = t
2q kq(a3, a
2
4).
Par conséquent, on a.
νv hq(t
η1ϕ1, t
η2ϕ2) = Degt hq(t
η1(ϕ1)v, t
η2(ϕ2)v) = 2q,
νv kq(t
η3ϕ3, t
2ϕ24) = Degt kq(t
η3(ϕ3)v, t
2(ϕ24)v) = 2q.
Ce qui achève la preuve du lemme. 
La proposition suivante est le résultat clé de la preuve du Théorème 4.10
Proposition 4.18. Les séries formelles ϕi, 1 ≤ i ≤ 4, sont inversibles.
D’abord, finissons la preuve du Théorème 4.10. Comme les séries formelles ϕi, 1 ≤ i ≤ 4,
sont inversibles, le K-wedge ω se relève à V˜ . On remarque que la Proposition 4.18 est valable
pour toute composante irréductible E de la fibre exceptionnelle de la désingularisation π : V˜ →
V et pour tout K-wedge ω : SpecK[[s, t]] → V , tel que son centre (resp. son arc générique)
est le point générique de N(E) (resp. est un point qui appartient à V s∞). Par conséquent on
obtient que tout diviseur exceptionnel E de la désingularisation π : V˜ → V est un diviseur
essentiel sur V .
Démonstration de la Proposition 4.18. On rappelle que
FI(ϕi) ≤ µi − ηi, 1 ≤ i ≤ 4,
où FI(ϕi) est le nombre de facteurs irréductibles de ϕi comptés avec multiplicité. De plus, ϕi
1 ≤ i ≤ 4 est inversible si et seulement si µi − ηi = 0.
Si E est le diviseur E1, alors le vecteur principal duKαE-arc αE est le vecteur (µ1, µ2, µ3, µ4) =
(1, 1, 1, 1). Par conséquent, FI(ϕi) = 0 (c’est-à-dire ϕi est inversible) pour tout 1 ≤ i ≤ 4.
Alors on peut supposer que E est le diviseur E2. Ainsi on obtient que (µ1, µ2, µ3, µ4) =
(2, 2, 2, 1).
Comme η4 = µ4 = 1, la série formelle ϕ4 est inversible.
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Raisonnons par l’absurde. On suppose que les séries formelles ϕ1, ϕ2 et ϕ3 ne sont pas si-
multanément inversibles. Par conséquent, il existe un entier i0 ∈ {1, 2, 3} tel que µi0−ηi0 6= 0.
Le 3-squelette S3 Γ⋆(f) de l’éventail de Newton Γ⋆(f) est la réunion des cônes de Γ⋆(f)
de dimension inférieure ou égale à trois (voir la figure 5) et on dénote ∆0 l’intérieur du
cône standard. Un vecteur v := (v1, v2, v3, v4) ∈ ∆0 définit naturellement une graduation
strictement positive sur l’anneau de polynômes K[x1, x2, x3, x3]. Soit fv le terme principal du
polynôme f(x1, x2, x3, x4) = hq(x1, x2)+kq(x3, x24) obtenu au moyen de cette graduation. Par
définition de l’éventail de Newton Γ⋆(f), le vecteur v appartient à S3 Γ⋆(f)∩∆0 si et seulement
si fv n’est pas un monôme (voir la Section 2.3). Soit β l’arc générique du K-wedge ω. Comme
β⋆ f = 0 (on rappelle que β⋆ est le comorphisme de β), on obtient que fη, η := (η1, η2, η3, 1),
n’est pas un mônome. Ce qui implique que (η1, η2, η3, 1) ∈ S3 Γ⋆(f)∩∆0.
Comme (η1, η2, η3, 1) ∈ S3 Γ⋆(f)∩∆0, (µ1, µ2, µ3, µ4) = (2, 2, 2, 1) et 1 ≤ ηi ≤ µi, 1 ≤ i ≤ 4,
les entiers η1, η2, η3 satisfont une des relations suivantes :
1) η1 = η2 = 1 et η3 = 2 ;
2) η1 = η3 = 1 et 1 ≤ η2 ≤ 2 ;
3) η2 = η3 = 1 et 1 ≤ η1 ≤ 2.
LeK-wedge ω doit satisfaire l’équation hq(x1, x2)+kq(x3, x24) = 0, d’où la relation suivante :
(1) hq(t
η1ϕ1, t
η2ϕ2) + kq(t
η3ϕ3, t
2ϕ24) = 0.
On remarque que le cas 2) équivaut au cas 3), quitte à permuter les variables x1 et x2. Il
suffit donc de trouver une contradiction dans les Cas 1) et 2) pour achever la preuve de la
Proposition 4.15.
Cas 1). On suppose que η1 = η2 = 1 et η3 = 2.
Comme µ3 = η3 = 2, on obtient que la série formelle ϕ3 est inversible et que kq(tη3ϕ3, t2ϕ24) =
t2q kq(ϕ3, ϕ
2
4). En vertu du lemme 4.17, on obtient que νv kq(ϕ3, ϕ
2
4) = 0. Par conséquent, la
série formelle kq(ϕ3, ϕ24) est inversible.
D’après la Relation 1, on obtient la relation suivante :
hq(ϕ1, ϕ2) + t
q kq(ϕ3, ϕ
2
4) = 0.
On rappelle que hq est un polynôme homogène de degré q ≥ 3 sans facteur multiple et que
x1 et x2 ne divisent pas hq(x1, x2). On peut donc supposer que hq(x1, x2) =
∏q
i=1(bix1+cix2),
où bi, ci ∈ K⋆. Par conséquent, on a :∏q
i=1(biϕ1 + ciϕ2) = −t
q kq(ϕ3, ϕ
2
4).
Comme le polynôme hq n’a pas de facteur multiple, les séries formelles ϕ1 et ϕ2 sont inver-
sibles ou divisibles par t, ce qui est absurde.
Cas 2). On suppose que η1 = η3 = 1 et 1 ≤ η2 ≤ 2.
D’après la Relation 1, on obtient la relation suivante :
hq(ϕ1, t
η2−1ϕ2) + kq(ϕ3, tϕ
2
4) = 0.
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On rappelle que x1 et x2 (resp. x3 et x4) ne divisent pas hq(x1, x2) (resp. kq(x3, x24)). On
peut donc supposer que
hq(x1, x2) =
∏q
i=1(bix1 + cix2), où bi, ci ∈ K
⋆.
kq(x3, x
2
4) =
∏q
i=1(dix3 + fix
2
4), où di, fi ∈ K
⋆.
On pose γi := biϕ1+ ciϕ2tη2−1 et γ′i := diϕ2+fiϕ
2
4t, 1 ≤ i ≤ q. Ainsi, on obtient la relation
suivante :
(2)
q∏
i=1
γi = −
q∏
i=1
γ′i
Le lemme suivant nous permettra de construire un système de relations entre les séries
formelles ϕi, 1 ≤ i ≤ 4
Lemme 4.19. Les séries formelles γi et γ′i, 1 ≤ i ≤ q, sont irréductibles.
Démonstration. D’après le Lemme 4.17, il existe un vecteur v = (u, 1) ∈ Q2>0 tel que νv(
∏q
i=1 γi) =
Degt(
∏q
i=1(γi)v) = q et νv(
∏q
i=1 γ
′
i) = Degt(
∏q
i=1(γ
′
i)v) = q.
Pour tout i ∈ 1, 2, ..., q, les séries formelles γi et γ′i ne sont pas inversibles, car les séries ϕ1,
tη2−1ϕ2, ϕ3 et tϕ4 ne le sont pas. Par conséquent, on a :
νvγi = Degt((γi)v) = Degt(b1(ϕ1)v + t
η2−1ci(ϕ2)v) = 1 et
νvγ
′
i = Degt((γ
′
i)v) = Degt(di(ϕ3)v + tfi(ϕ
2
4)v) = 1,
pour tout 1 ≤ i ≤ q. Par conséquence, on obtient que les séries γi et γ′i sont irréductibles,
pour tout 1 ≤ i ≤ q. 
D’après le Lemme 4.19 et la Relation 2, on peut supposer, sans perte de généralité, que les
γi et les γ′i satisfont les relations suivantes :
γi = Iiγ
′
i, pour tout 1 ≤ i ≤ q,
où les Ii ∈ K[[s, t]] sont des séries formelles inversibles telles que
∏q
i=1 Ii = −1. Autrement
dit, on a le système suivant :
biϕ1 + ciϕ2t
η2−1 − diIiϕ3 = fiIiϕ
2
4t, pour tout 1 ≤ i ≤ q, et
∏q
i=1 Ii = −1.
Soit M la matrice du système ci-dessus, c’est-à-dire
M :=


b1 c1 −d1I1
b2 c2 −d2I2
...
...
...
bq cq −dqIq


On pose
Mi :=

b1 c1 −d1I1b2 c2 −d2I2
bi ci −diIi

,
pour 3 ≤ i ≤ q. Le lemme suivant achève la démonstration.
Lemme 4.20. Il existe 3 ≤ i′ ≤ q, tel que le déterminant detMi′ est une série inversible.
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D’abord, en utilisant le Lemme 4.20, on montre qu’on arrive aussi à une contradiction dans
le Cas 2). Ce qui achève la preuve de la Proposition 4.18.
En vertu du Lemme 4.20, on peut supposer, quitte à permuter les lignes de la matrice M ,
que la matrice M3 est inversible. Comme on a le système
biϕ1 + ciϕ2t
η2−1 − diIiϕ3 = fiIiϕ
2
4t, 1 ≤ i ≤ 3,
et que la matrice M3 est inversible, on obtient que les séries formelles ϕ1, ϕ3 sont divisibles
par t. Ce qui est absurde.
Démonstration du Lemme 4.20. Comme le polynôme hq(x1, x2) =
∏q
i=1(bix1 + cix2), bi, ci ∈
K⋆, n’a pas de facteur multiple, on obtient que A :=
(
b1 c1
b2 c2
)
est de rang 2.
Raisonnons par l’absurde, on suppose que pour tout 3 ≤ i ≤ q le déterminant detMi n’est
pas une série inversible. Comme la matrice A est de rang 2, il existe λi, λ′i ∈ K
⋆ , 1 ≤ i ≤ q,
tels que (bi, ci) = λi(b1, c1) + λ′i(b2, c2). Ainsi on obtient :
detMi = (b1c2 − b2c1)(diIi − λid1I1 + λ
′
id2I2),
pour tout 3 ≤ i ≤ q. En utilisant le système
biϕ1 + ciϕ2t
η2−1 − diIiϕ3 = fiIiϕ
2
4t, pour tout 1 ≤ i ≤ q,
on obtient les relations suivantes
(diIi − λid1I1 + λ
′
id2I2)ϕ3 = (fiIi − λif1I1 + λ
′
if2I2)ϕ
4t, pour tout 1 ≤ i ≤ q.
Comme les séries detMi ne sont pas inversibles, on obtient les relations suivantes :
λid1j1 + λ
′
id2j2 = diji,
λif1j1 + λ
′
if2j2 = fiji,
où ji est le terme constant de la série inversible Ii, 1 ≤ i ≤ q. Comme le polynôme kq(x, y) =∏q
i=1(dix+ fiy), bi, fi ∈ K
⋆, n’a pas de facteur multiple, on obtient que la matrice
(
d1 f1
d2 f2
)
est inversible. Par conséquent, pour tout i ∈ {1, 2, .., q}, il existe li ∈ K⋆ tel que
ji = lij1.
Comme
∏q
i=1 Ii = −1, on obtient que (
∏q
i=1 li)j
q
1 = −1. Par conséquent, on a j1 ∈ K
⋆.
Soient αi, α̂i, ai, âi, i ≤ i ≤ 4, et λ⋆ comme dans la démonstration du Lemme 4.17.
On rappelle que σ11 ∈ Σ est le cône engendré par les vecteurs ρ0 = (2, 2, 2, 1), ρ1 =
(1, 1, 1, 1), e2 = (0, 1, 0, 0) et e3 = (0, 0, 1, 0) et que la restriction du morphisme π : X(Σ)→ A4K
à l’ouvert U := Uσ11 est donnée de la façon suivante :
π : U → A4K, (y1, y2, y3, y4) 7→ (y
2
1y4, y
2
1y2y4, y
2
1y3y4, y1y4)
L’intersection de V˜ (resp. E2) et U est donnée par l’équation suivante (resp. les équations
suivantes) :
hq(1, y2) + kq(y3, y4) = 0 (resp. hq(1, y2) + kq(y3, y4) = 0 et y1 = 0)
En utilisant le morphisme π, on obtient que :
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α1 = α̂
2
1α̂4, α2 = α̂
2
1α̂2α̂4,
α3 = α̂
2
1α̂3α̂4, α4 = α̂1α̂4.
Maintenant on considère la relation
biϕ1 + ciϕ2t
η2−1 − d1I1ϕ3 = f1I1ϕ
2
4t
En utilisant le homomorphisme λ⋆ on obtient la relation suivante
(3) b1 + c1â2 − d1j1â3 − f1j1â
2
4 = 0.
Ce qui est absurde. En effet, on considère le polynôme
g(x1, x2, x3, x4) = b1 + c1y2 − d1j1y3 − f1j1y4.
Comme j1 ∈ K⋆, on a g ∈ K[y1, y2, y3, y4].
Soit S l’adhérence dans V˜ de l’hypersurface de U donnée l’équation g = 0. En vertu de la
relation 3, on obtient que α̂(0) appartient à l’hypersurface S, où α̂ est le relèvement de α à
V˜ et 0 est le point fermé de K[[t]].
On remarque que les diviseurs S et E2 sont transverses. Alors α̂(0) appartient à l’intersection
de S et E2 ce qui est une contradiction car α̂(0) est le point générique de E2. 
On a montré que les Cas 1) et 2) conduisent à une contradiction. Par conséquent, on en
déduit que les séries formelles ϕi, 1 ≤ i ≤ 4, sont inversibles. 
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